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Те зис Чер ча – од но из на и бо лее важ ных по ло же ний в ис сле до ва -
ни ях, свя зан ных с вы чис ли мо с тью. Он яв ля ет ся ча с тью ма те ма ти че -
с кой прак ти ки и при зна ет ся ис тин ным по д ав ля ю щей ча с тью ис сле -
до ва те лей. Хо тя этот те зис на пря мую свя зан с ма те ма ти че с кой ло ги -
кой, его не ль зя на звать ма те ма ти че с ким ре зуль та том, по сколь ку он
не пред став ля ет со бой тра ди ци он ную ма те ма ти че с кую те о ре му.
В этом смыс ле он об ла да ет, как мно гие по ла га ют, уни каль ным ста ту -
сом, по сколь ку его об ос но ва ние воз мож но толь ко пу тем об ра ще ния
к че ло ве че с ким, ве ро ят но, да же иде а ли зи ро ван ным, воз мож но с тям.
Та ким об ра зом, об су ж де ние те зи са Чер ча в зна чи тель ной сте пе ни
свя за но с фи ло соф ски ми во п ро са ми со от но ше ния ма те ма ти ки и фи -
зи че с кой осу ще с т ви мо с ти че ло ве че с ких де й ст вий. Боль ше то го, речь 
идет о пси хо ло гии че ло ве че с ких спо соб но с тей к вы чис ле нию. Ес ли
и су ще с т ву ют ка кие-то ар гу мен ты в по ль зу не раз рыв но с ти свя зи фи -
ло со фии и ма те ма ти ки, то труд но на й ти что-то луч шее, чем те зис
Чер ча. Де й ст ви тель но, есть да же ин те рес ные про грам мы в фи ло со -
фии ма те ма ти ки, ко то рые на пря мую увя за ны с те зи сом Чер ча. На-
 при мер, это часть фи ни ти ст ской про грам мы Гиль бер та – так на зы -
ва е мый те зис Тей та, со глас но ко то ро му фи ни тизм как фи ло соф ская
про грам ма эк ви ва лен тен ре кур сив но му мыш ле нию [1].
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Те зис Чер ча: 
ма те ма ти че ское или фи ло соф ское ут вер жде ние?

Те зис Чер ча фор му ли ру ет ся не в фор маль ном язы ке ма те ма ти ки,
а в об ы ден ном язы ке. В его фор му ли ров ке ис поль зу ют ся не точ ные по -
ня тия ал го рит ма и эф фек тив ной ме ха ни че с кой про це ду ры. Це лью те -
зи са яв ля ет ся ха рак те ри с ти ка клас са вы чис ли мых функ ций. И по -
сколь ку по ня тия, ис поль зу е мые в фор му ли ров ке те зи са, при над ле жат
к до те о ре ти че с ко му язы ку, в ко то ром по ня тия вы чис ли мо с ти и ал го -
рит ма от но сят ся к ин ту и ции, на пер вый взгляд ка жет ся, что ни ка ко го
точ но го ма те ма ти че с ко го до ка за т ель ст ва те зи са быть не мо жет. Сам
по се бе те зис мо жет быть лишь под дер жан или не под дер жан ка ки -
ми-то ар гу мен та ми, и по край ней ме ре не ко то рые из них дол ж ны быть
фи ло соф ски ми. Тем не ме нее те зис го во рит о ма те ма ти че с ких по ня ти -
ях, и стран но бы ло бы, ес ли бы ар гу мен та ция в от но ше нии этих по ня -
тий бы ла ис клю чи тель но фи ло соф ской. 

Це лью дан ной ста тьи яв ля ет ся об су ж де ние во п ро са, воз мож но
ли ма те ма ти че с кое до ка за т ель ст во те зи са Чер ча. Фор му ли ров ка те зи -
са в са мом об щем ви де увя зы ва ет два по ня тия: вы чис ли мые функ ции
и ре кур сив ные функ ции. Те зис мо жет быть в этом от но ше нии пред -
став лен так:

Q = R.

Здесь Q есть класс всех эф фек тив но вы чис ли мых функ ций,
а R – класс всех ре кур сив  ных функ ций. Та ким об ра зом, те зис
ут вер жда ет, что

функ ция эф фек тив но вы чис ли ма, 
ес ли и толь ко ес ли она ре кур сив на.

Оба по ня тия – эф фек тив но вы чис ли мой функ ции и ре кур сив ной
функ ции – опи ра ют ся на фун да мен таль ное по ня тие ал го рит ма. Ин те -
рес пред став ля ет то об сто я т ель ст во, что в не ко то ром смыс ле све де ние
пер вых двух по ня тий к по ня тию ал го рит ма ока зы ва ет ся кру го вым.
Де ло в том, что по ня тие вы чис ли мой функ ции яв ля ет ся не фор маль -
ным, мож но ска зать, ин ту и тив ным и не ко то рые ин ту и тив ные эле мен -
ты это го по ня тия пе ре се ка ют ся, ес ли не со в па да ют, с ин ту и тив ны ми
эле мен та ми по ня тия ал го рит ма. Это вид но уже из то го, что ал го ритм
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ха рак те ри зу ет ся как эф фек тив ная и по л но с тью спе ци фи ци ро ван ная
про це ду ра для ре ше ния про блем за дан но го ти па. По ня тие эф фек тив -
ной про це ду ры в зна чи тель ной сте пе ни, оче вид но, пе ре се ка ет ся с по -
ня ти ем эф фек тив но го вы чис ле ния.

Вто рое по ня тие, вхо дя щее в те зис Чер ча, – ре кур сив ная функ -
ция – яв ля ет ся чет ко оп ре де лен ным по ня ти ем, фор маль ным по ня ти -
ем, и коль ско ро по ня тие ал го рит ма ле жит в ос но ве по ня тия ре кур -
сив ной функ ции, ал го рит му дол ж ны быть при су щи фор маль ные ха -
рак те ри с ти ки. В ча с т но с ти, по ла га ет ся, что ал го ритм не тре бу ет
твор че с ких ком по нен тов, изо бре та тель но с ти или же ин ту и ции.
Боль ше то го, при ме не ние ал го рит ма не под ра зу ме ва ет эм пи ри че с -
ких или слу чай ных про це дур. 

В ос но ве об о их по ня тий, как уже го во ри лось, ле жит по ня тие ал -
го рит ма. Это по ня тие яв ля ет ся ин ту и тив но яс ным, по сколь ку ма те -
ма ти че с кая прак ти ка по л на при ме ров ис поль зо ва ния та ких спо со бов
рас су ж де ния, при над леж ность ко то рых к клас су ал го рит мов по про с -
ту бес спор на. Вви ду этой яс но с ти не очень по нят но, в ка ком смыс ле
по лез но све де ние дан но го по ня тия к по ня тию ре кур сив ной функ ции
и по ня тию эф фек тив но вы чис ли мой функ ции. Дру ги ми сло ва ми,
воз ни ка ет во п рос, тре бу ет ся ли во об ще ка кое-то об ос но ва ние ин ту и -
тив но яс но го по ня тия. И де й ст ви тель но, са мо по ня тие эф фек тив ной
вы чис ли мо с ти ин ту и тив но и мно гие эле мен ты ин ту и тив но с ти для
ал го рит ма и эф фек тив но го вы чис ле ния со в па да ют. Ведь ал го ритм
ха рак те ри зу ет ся как эф фек тив ная и по л но с тью спе ци фи ци ро ван ная
про це ду ра для ре ше ния про блем за дан но го ти па. Что ка са ет ся по ня -
тия ре кур сив ной функ ции, то оно яв ля ет ся точ но оп ре де лен ным по -
ня ти ем. Но то г да и ал го ритм дол жен рас смат ри вать ся как фор маль -
ное по ня тие, как сис те ма ин ст рук ций, ко то рые мо гут вы пол нять ся
ме ха ни че с ким уст ро й ст вом, не тре буя при ме не ния ка ких-то твор че с -
ких про це дур. И здесь све де ние ре кур сив ной функ ции к ал го рит му
но сит от те нок кру го вой про це ду ры.

Ес ли при этом све де нии ста вит ся цель уточ не ния смыс ла и со дер -
жа ния про цес са вы чис ле ния, то на до за ме тить, что ос та ет ся мас са про -
блем, ко то рые «раз ре ша ют ся» по умол ча нию. Так, пред по ла га ет ся, что
ал го ритм ре а ли зу ет ся в ко неч ное вре мя ко неч ным чис лом ша гов. Ма ло
то го, этот про цесс дол жен быть ме ха ни че с ким, но что под ра зу ме ва ет ся
под «ме ха ни че с ким», не яс но. Для по ни ма ния то го, что со бой все-та ки
пред став ля ет вы чис ле ние, тре бу ет ся яс ность в по ни ма нии эф фек тив но
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вы чис ли мой про це ду ры. Это один из ас пек тов, ко то рые на хо дят ся
в цен тре дис кус сий о те зи се Чер ча.

Важ но осоз на вать и то об сто я т ель ст во, что по ня тие вы чис ли мой 
функ ции яв ля ет ся по ня ти ем вы со кой сте пе ни аб ст рак ции. Де й ст ви -
тель ные при ме ры че ло ве че с ких вы чис ли тель ных про цес сов мо гут не 
пред став лять со бой под лин ной па ра диг мы вы чис ле ний. Фун к ция
мо жет быть вы чис ли мой, да же ес ли при этом для ин ст рук ций по тре -
бу ет ся боль ше сим во лов, чем ато мов во Все лен ной. Со от ве т ст вен но,
вре мя для вы чис ле ния зна че ния эф фек тив но вы чис ли мой функ ции
мо жет быть боль ше вре ме ни су ще с т во ва ния че ло ве че с кой ра сы. Эта
аб ст рак т ность дик ту ет ся ско рее от ри ца тель ным ре зуль та том, го во -
ря щим об от су т ст вии для не ко то рых про блем ал го рит ми че с ко го ре -
ше ния. Дан ный ма те ма ти че с кий ре зуль тат явил ся ито гом ин те рес -
ных ма те ма ти че с ких ис сле до ва ний. Как толь ко за да ча до ка за т ель ст -
ва не су ще с т во ва ния ал го рит мов ста ла пред ме том ма те ма ти че с ко го
ис сле до ва ния, по на до би лось дать точ ный ма те ма ти че с кий смысл по -
ня тия ал го рит ма или эф фек тив но вы чис ли мой функ ции. Как из вес т -
но, бы ло пред ло же но не сколь ко экс пли ка ций по ня тия вы чис ли мой
функ ции, сре ди ко то рых λ-оп ре де ли мость, об щая ре кур сив ность,
вы чис ли мость по Тью рин гу и др.

Убе ди тель ность те зи са Чер ча 
и ма те ма ти че ское до ка за тель ст во

В чем, со б ст вен но, со сто ит про бле ма тич ность те зи са Чер ча? Де -
ло в том, что он при рав ни ва ет ма те ма ти че с ки точ ное, фор маль ное
по ня тие к по ня тию не фор маль но му, ин ту и тив но му. Коль ско ро
в этом ра ве н ст ве од но по ня тие не яв ля ет ся точ но оп ре де лен ным, его
не ль зя до ка зать ма те ма ти че с ки. В этом дос тиг нут кон сен сус боль -
ши н ст вом ис сле до ва те лей. Но здесь воз ни ка ет во п рос: что зна чит
«до ка зать» и что зна чит «ма те ма ти че с ки»? Обыч но под ра зу ме ва ет -
ся, что тер мин «до ка за т ель ст во» дол жен по ни мать ся как «фор маль -
ное до ка за т ель ст во». Ес ли речь идет де й ст ви тель но толь ко о фор -
маль ном до ка за т ель ст ве, то г да те зис Чер ча не мо жет быть до ка зан,
по сколь ку фор маль ное до ка за т ель ст во не мо жет быть при ме не но
к ин ту и тив ным со став ля ю щим. Но как из вес т но, фор маль ное до ка за -
т ель ст во яв ля ет ся не ко то рым пун к том в длин ной це пи раз лич ных
по стро го с ти ти пов до ка за тельств, и бы ло бы, ви ди мо, оши боч ным
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по ла гать, что те зис Чер ча дол жен быть пред ме том имен но фор маль -
но го до ка за т ель ст ва. 

Те перь об ра тим ся к тер ми ну «до ка зать ма те ма ти че с ки». Ес ли
речь идет о де дук тив ном до ка за т ель ст ве, то г да те зис Чер ча не мо жет
быть до ка зан. Стро го го во ря, дру го го до ка за т ель ст ва по ми мо де дук -
тив но го быть не мо жет. Но нуж но учесть, что ма те ма ти че с кая де я -
тель ность от нюдь не сво дит ся к фор маль ным до ка за т ель ст вам. В нее
мо гут вхо дить до гад ки, ги по те зы, оза ре ния и ин ту и тив ные со об ра же -
ния. Ес ли при нять по след ние в ка че с т ве впол не «за кон ных» спо со бов
ма те ма ти че с кой де я тель но с ти, то г да ни ка ких пре пя т ст вий к по пыт -
кам счи тать «ма те ма ти че с ки до ка зан ным» те зис Чер ча нет.

Э. Мен дель сон при дер жи ва ет ся как раз та кой точ ки зре ния, по ла -
гая, что при ме ни тель но к те зи су Чер ча мы дол ж ны иметь в ви ду имен -
но рас ши ри тель ное по ни ма ние тер ми нов «до ка за т ель ст во» и «до ка -
зать ма те ма ти че с ки» [2]. Это силь ней шим об ра зом рас хо дит ся с рас -
про с тра нен ны ми взгля да ми на оп ре де ле ние то го, ка ков эпи с те мо ло ги -
че с кий ста тус те зи са Чер ча. Рас смот рим «ор то док саль ные» взгля ды
на эту про бле му.

Те зис Чер ча со сто ит из двух час тей. В од ной из них ут вер жда ет ся, 
что все ре кур сив ные функ ции вы чис ли мы. В этом не воз мож но со мне -
вать ся, по то му что ре кур сив ные функ ции вы чис ли мы уже по спо со бу
сво е го по стро е ния. Бо лее про бле ма тич ной ока зы ва ет ся вто рая часть
те зи са, а имен но то, что все вы чис ли мые функ ции яв ля ют ся ре кур сив -
ны ми функ ци я ми, т.е. что Q ⊆ R. 

Ка кие со б ст вен но ар гу мен ты мо гут быть при ве де ны в по ль зу
Q ⊆ R? Пре ж де все го, тут важ но об ра ще ние к прак ти ке. В ма те ма -
ти ке из вес т но мно го вы чис ли мых функ ций, и все эти функ ции, как
по ка за ла прак ти ка до ка за т ель ст ва, яв ля ют ся ре кур сив ны ми. Один 
вид воз ра же ний про тив те зи са Чер ча ос но ван на по пыт ках на й ти
та кие вы чис ли мые функ ции, ко то рые не бы ли бы при этом ре кур -
сив ны ми. Од на ко ни од на из та ких по пы ток до сих пор не ока за -
лась ус пеш ной. Дру ги ми сло ва ми, не бы ло пред став ле но ни од но -
го при ме ра та кой вы чис ли тель ной функ ции, ко то рая не бы ла бы
ре кур сив ной. Од на ко под твер жде ни ем те зи са Чер ча яв ля ет ся еще
од но не ме нее важ ное об сто я т ель ст во. Бы ло по ка за но, что все кон -
крет ные ме то ды по лу че ния вы чис ли мых функ ций из дан ной вы -
чис ли мой функ ции вновь ве дут к ре кур сив ной функ ции. То есть
не бы ло да но ме то да, ко то рый вел бы от вы чис ли мой функ ции
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к вы чис ли мой и ко то рый не вел бы от ре кур сив ной функ ции
к ре кур сив ной.

Од ним сло вом, те зи су Чер ча в его час ти Q ⊆ R до сих пор не при ве -
де но контр при ме ров. Се рию по до б ных ар гу мен тов в по ль зу те зи са Чер -
ча Р. Му рав ский на зы ва ет эв ри с ти че с ки ми ар гу мен та ми [3]. Эв ри с ти че -
с ки ми они яв ля ют ся по то му, что от су т ст вие ко нт при ме ров в на сто я щее
вре мя не пре д от вра ща ет в при н ци пе их бо лее по зд нее по яв ле ние, а сам
факт их от су т ст вия – это ско рее вспо мо га тель ное сре д ст во для об ос но -
ва ния те зи са, под твер жда ю щее его прав до по доб ность.

Эв ри с ти че с кие ар гу мен ты по до б но го ро да с точ ки зре ния де дук -
тив ной ма те ма ти ки име ют серь ез ный де фект, бу ду чи эм пи ри че с ки ми
по сво ей при ро де. Де й ст ви тель но, ма те ма ти че с кая прак ти ка есть прак -
ти ка эм пи ри че с кая, по сколь ку здесь де й ст ву ют пси хо ло ги че с кие и со -
ци о ло ги че с кие об сто я т ель ст ва, при су щие ин ди ви ду аль ной ра бо те ма -
те ма ти ка и от но ся щи е ся к стан дар там ма те ма ти че с ко го про фес си о -
наль но го со об ще с т ва. Да же ес ли эти об сто я т ель ст ва не все г да мо гут
быть с по л ным ос но ва ни ем на зва ны эм пи ри че с ки ми в стро гом смыс ле
сло ва, их мож но на звать ква зи эм пи ри че с ки ми. Ис хо дя из это го сле ду ет
при знать, что для об ос но ва ния те зи са Чер ча од них толь ко эв ри с ти че с -
ких ар гу мен тов ма ло. Тре бу ют ся бо лее пря мые ар гу мен ты, ко то рые за -
клю ча ют ся в об ра ще нии к по ня тию вы чис ле ния. Идея со сто ит в том,
что бы по ка зать, что толь ко ре кур сив ные функ ции мо гут быть вы чис ли -
мы ми. Имен но этот путь из бран Тью рин гом, ко то рый дал де таль ный
ана лиз про цес са вы чис ле ния зна че ния функ ции. Он по ка зал, что лю бая
воз мож ная вы чис ли тель ная про це ду ра име ет аде к ват ный ана лог в ма -
ши не Тью рин га. Это и есть пря мой ар гу мент в по ль зу те зи са Чер ча, по -
сколь ку в дан ном слу чае ста но вит ся яс но, что ка ж дая вы чис ли мая
функ ция ре кур сив на. Это од на из при чин то го, что час то го во рят о те зи -
се Чер ча – Тью рин га. Де й ст ви тель но, пря мой ар гу мент в по ль зу те зи са
Чер ча был пред став лен имен но Тью рин гом. 

Но по-на стоя ще му убе ди тель ны ми ар гу мен та ми в по ль зу те зи са
ока за лись ско рее со цио ло ги че ские об стоя тель ст ва, ес ли их мож но так на -
звать. Де ло в том, что в хо де ана ли за по ня тия вы чис ли мо сти бы ли да ны
раз лич ные ее экс пли ка ции, экс тен сио на ль но эк ви ва лент ные и рав ные
клас су R ре кур сив ных функ ций. «Со цио ло гия» тут со сто ит в пред по ло -
же нии, что ав то ры всех та ких экс пли ка ций име ют од ну и ту же ин туи цию 
по ня тия вы чис ли мо сти. Та ким об ра зом, кон цеп ция вы чис ли мо сти, ока -
зы ва ет ся, не вы хо дит за пре де лы клас са ре кур сив ных функ ций.
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Для боль шей убе ди тель но с ти та ко го ро да ар гу мен та ции на до по -
нять, что со бой пред став ля ет про цесс вы чис ле ния. С ма те ма ти че с кой
точ ки зре ния вы чис ле ние есть про сто вы пол не ние ал го рит ма. Ес ли не -
ко то рое уст ро й ст во – че ло век или ма ши на – вы пол ня ет ал го ритм, т.е.
вы чис ля ет, зна чит, су ще с т ву ет не ко то рое от но ше ние мо де ли ро ва ния
ме ж ду этим уст ро й ст вом и фор маль ной спе ци фи ка ци ей ал го рит ма. Но
ка ко го ро да это от но ше ние? Во п рос весь ма труд ный, по то му что вы -
чис ли тель ным уст ро й ст вом при слиш ком рас ши ри тель ном тол ко ва нии
это го от но ше ния мо гут счи тать ся са мое про стое ме ха ни че с кое уст ро й -
ст во и са мый утон чен ный че ло ве че с кий мозг. Яс но, что уточ не ние по -
ня тия вы чис ле ния дол ж но быть дос та точ но пло до т вор ным, что бы по -
крыть все ин те рес ные слу чаи и не быть при ло жи мым к слу ча ям три ви -
аль ным или чрез вы чай но слож ным. Мно гие ис сле до ва те ли по ла га ют,
что в не ко то ром важ ном смыс ле ана лиз вы чис ле ния, про де лан ный Тью -
рин гом, яв ля ет ся как раз та ким пло до т вор ным под хо дом, при ко то ром
ма те ма ти че с кая со став ля ю щая экс пли ка ции хо ро шо со вме ща ет ся как
с ме ха ни че с ки ми, так и мыс ли тель ны ми пред став ле ни я ми о вы чис ле -
нии. По ня тие аб ст рак т ной ма те ма ти че с кой ма ши ны как по лез ной иде а -
ли за ции ока зы ва ет ся на и бо лее убе ди тель ным пред став ле ни ем про цес са 
вы чис ле ния. Пло до т вор ность по ня тия ма ши ны Тью рин га под твер жда -
ет ся тем, что оп ре де ле ния, в ко то рых ис поль зу ют ся те или иные фор -
маль ные сис те мы: вы чис ли мые функ ции по Мар ко ву, Эр бра на – Ге де -
ля – Кли ни оп ре де ле ние вы чис ли мых функ ций, оп ре де ле ние вы чис ли -
мо с ти че рез пред ста ви мость в фор маль ной сис те ме, и λ-оп ре де ли мость
Чер ча или же те о рия нор маль ных сис тем По с та, – сво ди мы с точ ки зре -
ния фун да мен таль но с ти и «ес те с т вен но с ти» к это му по ня тию. 

Итак, да же ес ли вы чис ле ние и пред став ля ет со бой слож ней ший про -
цесс, он хо ро шо мо де ли ру ет ся ма ши ной Тью рин га. А это, в свою оче -
редь, зна чит, что вы чис ле ние мо жет рас смат ри вать ся не как ин туи тив ное 
по ня тие, ко то рое тре бу ет уточ не ния с по мо щью ма те ма ти че ско го по ня -
тия, а как ма те ма ти че ское по ня тие, пре тер пе ваю щее ряд транс фор ма ций
по хо ду уточ не ния про блем, стоя щих пе ред ма те ма ти кой. Но в этом слу -
чае те зис Чер ча мож но до ка за ть ма те ма ти че ски.

Сход ные «те зи сы» в ма те ма ти че ской прак ти ке 

Здесь мы име ем не тра ди ци он ную кар ти ну экс пли ка ции ин ту и -
тив но го по ня тия фор маль ным по ня ти ем. Речь идет о ти пич ном для
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ма те ма ти че с кой прак ти ки слу чае при ем ле мых ма те ма ти че с ких рас -
су ж де ний. Та ко го ро да рас су ж де ния Мен дель сон на зы ва ет «те зи са -
ми» [4]. Он при во дит не сколь ко при ме ров по до б ных «те зи сов», в ко -
то рых фик си ро ва лась эво лю ция ма те ма ти че с ких по ня тий от ме нее
стро гих к бо лее стро гим. 

Рас смот рим один из та ких при ме ров – ло ги че с кую ва лид ность. Со -
в ре мен ная те о ре ти ко-мо дель ная трак тов ка ло ги че с кой ва лид но с ти со -
сто ит в том, что пер во по ряд ко вое пред ло же ние ло ги че с ки ва лид но,
ес ли оно ис тин но во всех струк ту рах. Вста ет ста рая про бле ма со из ме -
ри мо с ти и не со из ме ри мо с ти на уч ных по ня тий. Ска жем, по ни ма ли ли
ав то ры «Principia Mathematica» ло ги че с кую ва лид ность так, как она
по ни ма ет ся се го дня? В не ко то ром смыс ле те о ре ти ко-мо дель ное по ня -
тие есть экс пли ка ция ин ту и тив но го по ня тия, но все та ки бо лее фун да -
мен таль ное пред став ле ние о со от но ше нии этих по ня тий со сто ит в том,
что в «Principia Mathematica» уже со дер жит ся по ня тие ло ги че с кой ва -
лид но с ти в скры том ви де. По с ле ду ю щие из ме не ния в по ня тии суть ре -
зуль тат его раз ви тия в слег ка или силь но из ме нен ной струк ту ре. Дру ги -
ми сло ва ми, сле ду ет при нять ско рее пред по ло же ние о не пре рыв но с ти
по ня тий, не же ли пред по ло же ние об их не со из ме ри мо с ти. Сам Мен -
дель сон не рас смат ри ва ет эту про бле му с точ ки зре ния воз мож ной не -
со из ме ри мо с ти, а про сто ут вер жда ет, что экс пли ка ция ин ту и тив ных
по ня тий есть ти пич но ма те ма ти че с кое за ня тие и по этой при чи не «те -
зис» об эк ви ва лен т но с ти ин ту и тив но го по ня тия и его экс пли ка ции мо -
жет быть до ка зан. С на шей точ ки зре ния, это вряд ли оп рав дан но, ес ли
не при вле кать к рас смот ре нию про ти во пос тав ле ния не со из ме ри мо с ти
и не пре рыв но с ти. 

Не пре рыв ность ин туи тив но го по ня тия ло ги че ской ва лид но сти де -
мон ст ри ру ет ся до воль но хо ро шо, ес ли со пос та вить тео ре ти ко-мо дель -
ную кон цеп цию с ин туи ци ей Рас се ла и Фре ге. Тео ре мой тео рии мо де лей
яв ля ет ся ут вер жде ние, что пред ло же ние, ко то рое ис тин но для всех
струк тур кар ди на ль но сти А, ис тин но так же для всех струк тур мень шей
кар ди на ль но сти. В ран них вер си ях ло ги че ской ва лид но сти спе ци фи ка -
ции кар ди на ль но сти струк тур быть по про сту не мог ло, но ес ли по ла гать
А кар ди на ль ным чис лом объ ек тов Все лен ной, то гда, по сви де тель ст ву
то го же Мен дель со на, кон цеп ция ло ги че ской ва лид но сти Рас се ла и Фре -
ге вле чет тео ре ти ко-мо дель ную кон цеп цию ло ги че ской ва лид но сти. 

Дру гой при мер у Мен дель со на – это кон цеп ция функ ции. Важ ной
чер той по ня тия функ ции в клас си че с кой ма те ма ти ке яв ля ет ся то, что
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ка ж дая функ ция ас со ци и ро ва на с пра ви лом ее вы чис ле ния. Это пра ви ло 
за да ет ся фор му лой, ко то рая пред став ля ет со бой ал го ритм вы чис ле ния.
Оба ин гре ди ен та – по ня тие функ ции и по ня тие пра ви ла вы чис ле ния
в этой си ту а ции име ют ин ту и тив ный ха рак тер. По доб ные функ ции бы -
ли «глад ки ми» в том смыс ле, что име ли ана ли ти че с кий ха рак тер. Но
в хо де раз ви тия ма те ма ти ки бы ли на й де ны та кие функ ции, ко то рые ни -
как не бы ли «глад ки ми», и это об сто я т ель ст во за ста ви ло рас ши рять по -
ня тие функ ции. Се рия по до б ных рас ши ре ний при ве ла к оп ре де ле нию
функ ции в те о ре ти ко-мно же с т вен ных тер ми нах как мно же с т ва Ф упо -
ря до чен ных пар. Ка ким то г да ста но вит ся со от но ше ние ин ту и тив но го
по ня тия функ ции и фор маль но го оп ре де ле ния? Во-пер вых, ин ту и тив но 
по ня тая функ ция оп ре де ля ет од но знач но мно же с т во упо ря до чен ных
пар. Во-вто рых, та кое мно же с т во Ф мо жет рас смат ри вать ся как оп ре де -
ля ю щее пра ви ло для вы чис ле ния функ ции: ка ж до му х при пи сы ва ет ся
об ъ ект у, та кой что (х, у) ∈ Ф. Та ким об ра зом, мы име ем опять-та ки ото -
жде ст в ле ние ин ту и тив но го по ня тия с фор маль ным: ин ту и тив но по ни -
ма е мая функ ция ото жде ст в ля ет ся с мно же с т вом упо ря до чен ных пар.
Этот «те зис» мо жет име но вать ся те зи сом Пе а но, ко то рый пер вым яв но
осоз нал та кое ото жде ст в ле ние. В зна чи тель ной сте пе ни те зис Пе а но
ана ло ги чен в сво ем эпи с те мо ло ги че с ком ста ту се те зи су Чер ча.

Свя зан ным с те зи сом, рас смот рен ным вы ше, еще бо лее убе ди -
тель ным при ме ром та ко го ро да те зи сов яв ля ет ся при выч ное для всех
оп ре де ле ние не пре рыв ной функ ции с по мо щью фор маль но го δ-оп ре -
де ле ния, ко то рое мож но на й ти в учеб ни ках. Фун к ция счи та ет ся не -
пре рыв ной, ес ли она удов ле т во ря ет это му оп ре де ле нию Ко ши – Ве й -
е р шт рас са. Дан ный «те зис» лю бо пы тен тем, что его по все д нев ность
в ви де рас про с тра нен ной пе да го ги че с кой прак ти ки не по зво ля ет раз -
гля деть ту са мую связь ин ту и тив но го и фор маль но го, ко то рая ха рак -
тер на для ма те ма ти че с кой прак ти ки. Эту связь в дан ном слу чае мы
счи та ем чем-то са мо со бой ра з у ме ю щим ся, по сколь ку «до ка зы ва ем»
в оп ре де лен ном смыс ле не пре рыв ность функ ции. Но мож но ли этот
при мер по ла гать под твер жде ни ем то го, что те зис Чер ча по л но с тью
ана ло ги чен «те зи су» Ко ши – Ве й е р шт рас са? Ведь оп ре де ле ние не -
пре рыв но с ти, как го во рят, есть пра виль ная фор му ли ров ка ин ту и тив -
но го по ня тия. Ко неч но, «пра виль ность» – это ре зуль тат дол гой ма те -
ма ти че с кой прак ти ки и мас сы кос вен ных под твер жде ний со сто ро ны 
дру гих об лас тей ма те ма ти ки. Но вот убе дить ся в том, что ка ж дая
функ ция, ко то рая мо жет быть вы чис ле на ал го рит мом, мо жет быть
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вы чис ле на и ма ши ной Тью рин га, не так уж лег ко. Воз мож но, что все
де ло во вре ме ни, ко то рое про хо дит с мо мен та вы дви же ния те зи са.
Де й ст ви тель но, то, что про бле ма тич но для од но го по ко ле ния, ка жет -
ся про стым дру го му. 

Ес ли об ра тить ся к по ня тию дли ны кри вой, то здесь си ту а ция ана -
ло гич на. Ин ту и тив ное по ня тие дли ны кри вой на плос ко с ти опи ра ет ся
на пред став ле ние о сум ме ап прок си ми ру ю щих сег мен тов пря мых.
Сам этот про цесс сум ми ро ва ния ин ту и тив но оче ви ден, и, тем не ме -
нее, имен но он по лу ча ет ста тус оп ре де ле ния дли ны кри вой. 

М. Клайн пи шет по это му по во ду: «Вплоть до 1650 г. ни кто не ве -
рил, что дли на кри вой мо жет быть при рав не на к дли не пря мой. В са -
мом де ле, во вто рой кни ге «Ге о мет рии» Де карт го во рит, что со от но -
ше ние ме ж ду кри вы ми и пря мы ми не мо жет быть из вес т но во об ще.
Но Ро бер т валь на шел дли ну ду ги цик ло и ды. Ар хи тек тор Кри с то фер
Рен (1632–1723) вы пря мил цик ло и ду… Фер ма так же вы чис лил дли ну
не ко то рых кри вых. Эти лю ди об ыч но на хо ди ли сум му сег мен тов и за -
тем по зво ля ли уве ли чи вать чис ло сег мен тов до бес ко неч но с ти пу тем
умень ше ния раз ме ра сег мен тов» [5]. Клайн ут вер жда ет, что на хо ж де -
ние дли ны кри вых бы ло од ной из на и бо лее важ ных че ты рех ма те ма ти -
че с ких про блем, ко то рые мо ти ви ро ва ли по яв ле ние ана ли за. 

Те зис Чер ча как оп ре де ле ние эф фек тив ной вы чис ли мо сти

Та ким об ра зом, вы дви же ние те зи сов, суть ко то рых со сто ит в увя -
зы ва нии ин ту и тив но го по ня тия с фор маль ным, яв ля ет ся важ ней шей
ча с тью ма те ма ти че с кой прак ти ки. Но во п рос за клю ча ет ся в том,
мож но ли счи тать та ко го ро да про це ду ру ма те ма ти че с ким до ка за -
тель ст вом. Ско рее, это вве де ние оп ре де ле ний, ко то рое есть так же
важ ней шая часть ма те ма ти че с кой прак ти ки.

По на ча лу Черч по ла гал свой те зис оп ре де ле ни ем, ко г да в сво ей
клас си че с кой ста тье ут вер ждал, что ее цель со сто ит в за да нии оп ре -
де ле ния эф фек тив ной вы чис ли мо с ти. Той же точ ки зре ния при дер -
жи вал ся и Тью ринг, го во ря о вы чис ли мо с ти чи сел. На ко нец, К. Ге -
дель пред ста вил важ ное сви де т ель ст во в этом от но ше нии. 

Боль ше то го, Ге дель по ла гал, что это пра виль ное оп ре де ле ние:
«Впер вые уда лось дать аб со лют ное оп ре де ле ние ин те рес ной эпи с те мо -
ло ги че с кой кон цеп ции, т.е. та кое, ко то рое на за ви сит от вы бран но го
фор ма лиз ма. ...Для кон цеп ции вы чис ли мо с ти, од на ко, хо тя это про сто
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спе ци аль ный вид де мо н ст ри ру е мо с ти или раз ре ши мо с ти, си ту а ция
дру гая. Но как ре зуль тат чу да нет не об хо ди мо с ти раз ли чать по ряд ки,
и ди а го наль ная про це ду ра не ве дет за пре д е лы оп ре де лен но го так по ня -
тия» [6]. «Ве ли чай шее улуч ше ние бы ло, воз мож но, сде ла но че рез точ -
ное оп ре де ле ние кон цеп ции ко неч ной про це ду ры… Эта кон цеп ция…
эк ви ва лен т на кон цеп ции “вы чис ли мой функ ции це лых чи сел”… На и -
бо лее удов ле т во ри тель ный спо соб, с мо ей точ ки зре ния, со сто ит в све -
де нии кон цеп ции ко неч ной про це ду ры к по ня тию ма ши ны с ко неч ным
чис лом час тей, как это бы ло сде ла но бри тан ским ма те ма ти ком Тью рин -
гом [7]; «Но ме ня по л но с тью убе ди ла толь ко ста тья Тью рин га [8].

Од на ко есть точ ка зре ния, суть ко то рой со сто ит в том, что те зис
Чер ча аб со лют но сво е об ра зен и имея в ви ду это об сто я т ель ст во, не сле -
ду ет ис кать оп рав да ния это му те зи су, апел ли руя к дру гим слу ча ям ма -
те ма ти че с кой прак ти ки. Та ким об ра зом, те зи су Чер ча при сва и ва ет ся
ста тус ма те ма ти че с ко го ут вер жде ния sui generis. Это про сто го во рит
о сво е об ра зии ис сле до ва ний в те о рии ре кур сив ных функ ций, и ут вер -
жде ние те зи са яв ля ет ся важ ным ма те ма ти че с ким от кры ти ем.

Прав да, та кая по ста нов ка во п ро са ни как не пре пя т ст ву ет то му,
что бы ис поль зо вать те зис Чер ча в ка че с т ве оп ре де ле ния эф фек тив ной
вы чис ли мо с ти.

Тра ди ци он ная под дер ж ка те зи са Чер ча со сто ит в ут вер жде нии
о не воз мож но с ти ма те ма ти че с ко го до ка за т ель ст ва эк ви ва лен т но с ти ин -
ту и тив но го по ня тия и точ но оп ре де лен но го ма те ма ти че с ко го по ня тия.
При этом под ра зу ме ва ет ся, что ин ту и тив ное по ня тие бо лее не яс но, чем
ма те ма ти че с ки оп ре де лен ное. Со пос тав ле ние этих двух ка те го рий мо -
жет про во дить ся на ос но ве кри те ри ев, ко то рые не свя за ны с «за слу га -
ми» то го или ино го по ня тия. Так, по ня тие час тич но ре кур сив ной функ -
ции, яв ля ю ще е ся, со глас но те зи су, экс пли ка ци ей по ня тия эф фек тив но -
го вы чис ле ния, по ла га ет ся бо лее яс ным. Од на ко оно вряд ли вно сит ка -
кую-то яс ность в фун да мен таль ное по ня тие эф фек тив ной про це ду ры.
Де ло, од на ко, в том, что час тич но ре кур сив ные функ ции тес но свя за ны
с раз ви ты ми об лас тя ми ма те ма ти ки и ло ги ки и в этом смыс ле бо лее
«зна ко мы» ма те ма ти кам. Но ис кать в экс пли ка ции эпи с те мо ло ги че с кие 
пре и му ще с т ва – зна чит вво дить се бя в за блу ж де ние. 

Есть еще од но об сто я т ель ст во, ко то рое го во рит в по ль зу чис то
ма те ма ти че с кой при ро ды те зи са Чер ча. Ра нее мы упо ми на ли о том,
что од на часть те зи са три ви аль на, а имен но, что все час тич но ре кур -
сив ные функ ции эф фек тив но вы чис ли мы. Под ра зу ме ва ет ся, что этот
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факт яв ля ет ся ин ту и тив но яс ным в си лу спо со ба по стро е ния ре кур -
сив ных функ ций. Де й ст ви тель но, для та ких функ ций про сто за да ет ся
спо соб их вы чис ле ния. Од на ко уже это – ма те ма ти че с кий факт. Да лее,
опе ра ции под ста нов ки и ре кур сии ве дут от эф фек тив но вы чис ли мых
функ ций к эф фек тив но вы чис ли мым функ ци ям, что, ко неч но же,
пред став ля ет со бой часть ти пич но ма те ма ти че с ко го до ка за т ель ст ва.
Ко неч но, опе ра ция под ста нов ки ка жет ся со всем три ви аль ной опе ра -
ци ей, и, тем не ме нее, ее при ме не ние есть ре зуль тат ти пич но ма те ма -
ти че с кой де я тель но с ти. 

От каз от убе ж де ния, что ис тин ность те зи са Чер ча до ка зу е ма, ос -
но вы ва ет ся на уз ком по ни ма нии этой са мой ма те ма ти че с кой де я -
тель но с ти. Ис тин ность ма те ма ти че с ко го ут вер жде ния час то ус мат -
ри ва ет ся не по с ре д ст вен но, ис хо дя из со во куп но с ти фак то ров: прав -
до по доб но с ти, пре д ы ду ще го опы та, не ко то ро го ро да «ин дук ци он -
ных» ожи да ний, т.е. все го то го, что мож но на звать фе но ме но ло ги ей
ма те ма ти че с ко го мыш ле ния. Те зис Чер ча свя зы ва ет ин ту и тив ное по -
ня тие с фор ма ли зо ван ным по ня ти ем, и уже сло во «фор ма ли зо ван -
ное» го во рит о том, что фор ма ли зо ва но не ко то рое пре д ы ду щее по ня -
тие. В этом смыс ле те зис Чер ча ис ти нен в той сте пе ни, в ка кой мы до -
ве ря ем во об ще ма те ма ти че с ко му мыш ле нию. Не ко то рые ба зис ные
при н ци пы та ко го мыш ле ния не мо гут быть об ос но ва ны и фак ти че с ки 
яв ля ют ся оп ре де ля ю щи ми са му суть ма те ма ти ки. Это от но сит ся, на -
при мер, к при н ци пу ма те ма ти че с кой ин дук ции. 

Мен дель сон так по д ы то жи ва ет си ту а цию: «…Эк ви ва лен т но с ти
ин ту и тив ных по ня тий и “точ ных” по ня тий не все г да дол ж ны рас -
смат ри вать ся как не до ка зу е мые те зи сы. Обос но ван ность та ких эк ви -
ва лен т но с тей ино г да вос при ни ма ет ся пря мо, ино г да она есть ре зуль -
тат ком би на ции пря мо вос при ни ма е мых ис тин и ло ги че с ких ар гу -
мен тов, а в дру гих слу ча ях воз мож но от кры тие и по л но с тью убе ди -
тель ных до ка за тельств» [9].

Что мож но воз ра зить про тив трак тов ки во п ро са, пред ло жен ной
Мен дель со ном? Фак ти че с ки та кие воз ра же ния мог ли бы быть ос но -
ва ны на рез ком раз де ле нии фор маль ных до ка за тельств и эм пи ри че с -
ких сви де тельств в по ль зу не ко то рых ут вер жде ний. Но очень час то
мы име ем в ма те ма ти ке та кие ут вер жде ния, ко то рые не мо гут счи -
тать ся ни чис то эм пи ри че с ки ми, ни чис то де дук тив ны ми. Клас си че с -
кое та кое ут вер жде ние, ко то рое на зы ва ют те о ре мой, – это ут вер жде -
ние, что су ще с т ву ют эф фек тив но вы чис ли мые функ ции, не яв -
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ляю щие ся при ми тив но ре кур сив ны ми. Здесь есть как эм пи ри че с кие
эле мен ты, или ин ту и тив ные эле мен ты (эф фек тив но вы чис ли мая
функ ция), так и фор маль ные по ня тия (при ми тив но ре кур сив ные
функ ции). Та ким об ра зом, это под твер жда ет точ ку зре ния Мен дель -
со на, со глас но ко то рой не фор маль ные до ка за т ель ст ва яв ля ют ся «за -
кон ной» ча с тью ма те ма ти че с ко го дис кур са.

Но да же при та ком рас ши ри тель ном по ни ма нии ма те ма ти че с кой
до ка зу е мо с ти те зи са Чер ча воз ни ка ют во п ро сы от но си тель но свя зи
ин ту и тив ных по ня тий и их экс пли ка ций. Не ко то рые из этих во п ро сов
вос хо дят весь ма ста рым фи ло соф ским про бле мам, – на при мер, это во -
п рос о воз мож но с ти све де ния мо даль ных по ня тий к ут вер ди тель ным.
На фи ло соф ском жар го не это во п рос о све де нии «мож но» к «есть».
Зна ме ни тый те зис о на ту ра ли за ции Дж. Му ра трак ту ет про бле ма тич -
ность та ко го све де ния в эти ке [10]. В слу чае те зи са Чер ча речь идет
о том, что ко г да мы го во рим об эф фек тив ной вы чис ли мо с ти, мы го во -
рим, что не ко то рые ве щи мо гут быть сде ла ны в при н ци пе, т.е. вклю ча -
ем мо даль ный эле мент. Но по ня тие ре кур сив ной функ ции та ко го эле -
мен та не со дер жит. По э то му те зис Чер ча ото жде ст в ля ет об ъ ем иде а -
ли зи ро ван но го праг ма ти че с ко го и мо даль но го сво й ст ва с об ъ е мом
фор маль но го, точ но оп ре де лен но го, с пер во го взгля да не мо даль но го,
ариф ме ти че с ко го сво й ст ва функ ций. Сле до ва тель но, те зис Чер ча есть
пред ло же ние под ста вить мо даль ность в ка че с т ве он то ло гии.

Мо даль но с ти вы зы ва ют мно же с т во воз ра же ний с точ ки зре ния
как он то ло гии, так и эпи с те мо ло гии. «Чем пи о ном» в та ко го ро да
воз ра же ни ях яв ля ет ся В. Ку айн, ко то рый ука зал на па ра док саль ные 
сле д ст вия упот реб ле ния мо даль ных кон тек стов. Мно гие из этих
воз ра же ний фор маль но го тол ка пре одо ле ны, но за счет при ня тия
в вы с шей сте пе ни со мни тель ной он то ло гии вро де воз мож ных ми -
ров. Ес ли при нять скеп ти че с кую по зи цию Ку ай на по от но ше нию
к мо даль но с тям, то те зис Чер ча не име ет ис тин но с т но го зна че ния
во об ще. Ес ли при нять ме нее скеп ти че с кую по зи цию в от но ше нии
мо даль но с тей, то г да есть со мне ния в ка кой-ли бо по лез но с ти све де -
ния мо даль ных к не мо даль ным.

Про б ле му мо даль но с ти мож но бы ло бы об ой ти, ес ли пред по ло -
жить, что фор маль ная струк ту ра вы чис ли мо с ти, мо де ли ру ю щая
про цесс вы чис ле ния, об ъ ем лет все воз мож ные ал го рит мы, ко то рые
мог ли бы быть мыс ли мы. То г да ут вер жде ние «мо жет быть вы чис ле -
но» сво дит ся к про сто му ут вер жде нию о вы чис ли мо с ти. В от но-
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 ше нии ма ши ны Тью рин га это оз на ча ет, что уст ра не ние мо даль но с -
ти со сто ит в том, что для ка ж до го воз мож но го ал го рит ма име ет ся
ма ши на Тью рин га, ко то рая пред став ля ет ал го ритм, вы чис ля ю щий
ин ту и тив но пред став лен ную функ цию. То есть име ет ме с то апел ля -
ция ко всей ма те ма ти че с кой струк ту ре, а не к от дель но му ал го рит -
му. Но это, в свою оче редь, оз на ча ет, что при ни ма ет ся струк ту ра ли -
ст ская кон цеп ция ма те ма ти ки с со от ве т ст ву ю щей он то ло ги ей [11].
То же от но сит ся и к ос таль ным экс пли ка ци ям по ня тия эф фек тив но
вы чис ли мой функ ции.

Яс но, что по до б ная трак тов ка вы хо дит за пре д е лы то го, что, со -
б ст вен но, име лось в ви ду под те зи сом Чер ча. Де ло в том, что фак ти -
че с ки при уст ра не нии мо даль но с тей мы ут вер жда ем о су ще с т во ва -
нии для ка ж дой вы чис ли тель ной про це ду ры, по ни ма е мой ин ту и тив -
но, т.е. для ка ж до го ал го рит ма, фор маль ной мо де ли вы чис ле ния,
при во дя щей к то му же са мо му ре зуль та ту, что и ин ту и тив ный ал го -
ритм. Те зис Чер ча го во рит о том, что по ня тие ал го рит ма и по ня тие
ре кур сив ной функ ции со в па да ют, но мы ут вер жда ем уже не толь ко
о со в па де нии, но и о су ще с т во ва нии, да же об я за тель ном су ще с т во ва -
нии, для ка ж до го ал го рит ма, ска жем, ма ши ны Тью рин га. Это бо лее
силь ное ут вер жде ние бы ло на зва но Дж. Край зе лем су пер те зи сом
Чер ча: «Сви де т ель ст ва в по ль зу те зи са Чер ча, ко то рые ссы ла ют ся на
ре зуль тат, на вы чис лен ные функ ции, на са мом де ле ус та нав ли ва ют
боль шее, не ко то ро го ро да су пер те зис: ка ж до му ал го рит му при пи са -
на про грам ма (ма ши на Тью рин га), пре вра ще ние modulo trivial, ко то -
рое мо жет рас смат ри вать ся как оп ре де ля ю щее та кой же про цесс вы -
чис ле ния, как и в ре зуль та те вы пол не ния ал го рит ма» [12].

Но струк ту ра ли ст ские по сле д ст вия ка жут ся во в се не не об хо ди -
мы ми, ес ли иметь в ви ду, что мо даль ные мо ти вы при экс пли ка ции
по ня тия эф фек тив ной вы чис ли мо с ти не име ют стро го очер чен ных
гра ниц, как и вся кие мо даль ные по ня тия. Сто ит толь ко вспом нить
ог ром ное чис ло фор маль ных мо даль ных сис тем, ко то рые ре а ли зу ют
са мые раз лич ные ин ту и ции от но си тель но мо даль но с тей. По э то му
яс но, что экс пли ка ция мо даль но го по ня тия мо жет быть дос та точ но
про из воль ной, так что ре зуль ти ру ю щее по ня тие мо жет быть рас -
плыв ча тым. Но в этом слу чае те зис Чер ча про сто не име ет ис тин но с -
т но го зна че ния, по сколь ку труд но пред по ла гать са му идею со в па де -
ния точ но го по ня тия и рас плыв ча то го по ня тия. В не ко то ром смыс ле
те зис Чер ча в этом слу чае ста но вит ся нор ма тив ным ут вер жде ни ем.
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Со г лас но этой нор ме ма те ма ти че с кой прак ти ки вме с то вы чис ли мо -
сти мы мо жем под ста вить ре кур сив ность в оп ре де лен ных це лях
и в оп ре де лен ных кон тек стах. 

От нор ма тив но с ти весь ма ко рот кая дис тан ция до «ра бо чей ги по те -
зы». Э. Пост по ла гал, что те зис Чер ча мож но рас смат ри вать как ес те с т -
вен но-на уч ный за кон. Но это оз на ча ет воз ве де ние те зи са Чер ча в ранг
эм пи ри че с ких за ко нов, что, как уже бы ло ука за но ра нее, вы зы ва ет мно -
же с т во воз ра же ний. Нор ма тив ность час то яв ля ет ся про дук том как раз
ус во е ния ес те с т вен но-на уч ных за ко нов, и про стое за клю че ние от ин -
дук ции (не ма те ма ти че с кой) к нор ме есть об ыч ная на уч ная прак ти ка.
Но в дан ном слу чае, т.е. в слу чае те зи са Чер ча, об ъ яв лять по до б ную
экс пли ка цию нор мой – зна чит де лать те зис со дер жа тель но пус тым.

До воль но сход ная си ту а ция воз ни ка ет в свя зи с по ня ти ем ма те ма -
ти че с кой ин дук ции. В от ли чие от те зи са Чер ча это точ но оп ре де лен ный
ма те ма ти че с кий при н цип. Тем не ме нее в ка че с т ве его об ос но ва ния
об ыч но рас смат ри ва ет ся не ко то ро го ро да син те ти че с кое ап ри ор ное
ут вер жде ние. Это по зи ция Пу ан ка ре. В этом смыс ле ма те ма ти че с кая
ин дук ция, хо тя и не име ет эм пи ри че с ко го про ис хо ж де ния, не есть ре -
зуль тат ка кой-то нор мы, за и м ст во ван ной из ма те ма ти че с кой прак ти ки.
Дру гой под ход к об ос но ва нию при н ци па ма те ма ти че с кой ин дук ции
пред при нят ло ги ци с та ми, в ча с т но с ти Рас се лом, и со сто ит в том, что
этот при н цип счи та ет ся оп ре де ле ни ем на ту раль ных чи сел [13]. Сход -
ная си ту а ция на блю да ет ся в дис кус сии о те зи се Чер ча. Его час то рас -
смат ри ва ют как оп ре де ле ние эф фек тив но го вы чис ле ния. Пред став ля ет
ин те рес то об сто я т ель ст во, что сам Черч, а так же Ге дель и Тью ринг по -
ла га ли те зис Чер ча имен но оп ре де ле ни ем. Час то ци ти ру ет ся до воль но
чет кое мне ние Ге де ля, что те зис Чер ча есть оп ре де ле ние эф фек тив ной
вы чис ли мо с ти: «Впер вые был дос тиг нут ус пех в на хо ж де нии аб со лют -
но го оп ре де ле ния ин те рес но го эпи с те мо ло ги че с ко го по ня тия, т.е. не за -
ви ся ще го от вы бран но го фор ма лиз ма» [14].

Вряд ли мож но воз ра жать про тив та ко го под хо да, ес ли он сви де -
тель ст ву ет в по ль зу те зи са. Од на ко ес ли оп ре де ле ние яв ля ет ся но ми на ль -
ным, то гда те зис опять-та ки пуст, по сколь ку пред став ля ет со бой лишь
не ко то ро го ро да кон вен цию. Дру ги ми сло ва ми, то гда он, со глас но Кар -
на пу, есть внут рен ний во прос ма те ма ти че ско го прак ти че ско го кар ка са
[15]. Ес ли оп ре де ле ние при ня то, то гда те зис ис тин но бес со дер жа те лен,
ес ли от верг ну то, он не име ет су ще ст вен но го ис по ль зо ва ния. Ско рее речь
идет о ре аль ном оп ре де ле нии.
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Ре аль ное оп ре де ле ние весь ма близ ко к то му, что на зы ва ет ся экс -
пли ка ци ей. По В. Ку ай ну, экс пли ка ция есть эли ми на ция, т.е. экс пли ци -
ру е мый об ъ ект за ме ня ет ся на бо лее при ем ле мый для экс пли ци ру ю ще -
го, во в се не по вто ря ю щий пре ж ний. В нем мо гут быть же ла е мые сво й -
ст ва, ко то ры ми не об ла да ет ис ход ный об ъ ект. Эф фек тив ная про це ду ра
вы чис ле ния экс пли ци ру ет ся ре кур сив ной функ ци ей. Экс пли ка ция дол -
ж на дать в ин те рес ных слу ча ях те же ре зуль та ты, что и ин ту и тив ное не -
точ ное по ня тие. Под твер жде ния ре ко н ст рук ции дол ж ны вклю чать эм -
пи ри че с кие ис сле до ва ния. Все эти осо бен но с ти экс пли ка ции пред став -
ле ны в слу чае те зи са Чер ча. Ес те с т вен но, что в слу чае экс пли ка ции она
не мо жет быть до ка за на.

Та кая точ ка зре ния под дер жи ва ет ся ря дом ис сле до ва те лей. Так,
Дж. Фо ли на вы ска зы ва ет ся об ис тин но с ти те зи са, но так же и о том, что
он не мо жет быть до ка зан [16]. Фо ли на по ла га ет, что осо бен ность об су -
ж де ния те зи са Чер ча со сто ит в том, что те зис го во рит не о ма те ма ти че с -
ком об ъ ек те, а о кон цеп ции. Коль ско ро речь идет не об об ъ ек те, те зис
не мо жет быть пред ме том ма те ма ти че с ко го до ка за т ель ст ва. Дру ги ми
сло ва ми, те зис есть пред мет кон цеп ту аль но го ана ли за. Что та кое кон -
цеп ту аль ный ана лиз? Это от кры тие че го-то та ко го, что уже бы ло за -
клю че но в ис поль зу е мых кон цеп ци ях. В про ти во по лож ность эк зи с тен -
ци аль ным ут вер жде ни ям, в ко то рых речь идет об об ъ ек тах, кон цеп ту -
аль ный ана лиз ут вер жде ния не со дер жит но вой ин фор ма ции, а лишь
пред став ля ет со бой из вле че ние не яв но го. 

Ме ж ду тем те зис Чер ча со дер жит, по всем пред став ле ни ям, но вую
ин фор ма цию, т.е. ут вер жда ет, что эф фек тив но вы чис ли мые функ ции
яв ля ют ся вы чис ли мы ми по Тью рин гу. Ма ло то го, по сре д ст вом про сто -
го кон цеп ту аль но го ана ли за не вы я вить ут вер жда е мой в те зи се эк ви ва -
лен т но с ти. Де ло в том, что по ня тие эф фек тив но го вы чис ле ния под ра зу -
ме ва ет мно же с т во опе ра ций (вы пи сы ва ние на бу ма ге зна ков, об ра ще -
ние к про ме жу точ ным за пи сям при длин ных вы чис ле ни ях и проч.),
в то вре мя как ма ши на Тью рин га со вер ша ет опе ра ции фик си ро ван ным 
об ра зом. Ко неч но, ма ши на Тью рин га в не ко то ром смыс ле ими ти ру ет,
или мо де ли ру ет, ме ха ни че с кие де й ст вия «ком пу то ра». Но в от но ше -
нии ха рак те ра это го мо де ли ро ва ния мно го спор но го, и ус та нов ле ние
фак та эк ви ва лен т но с ти по ня тия эф фек тив но го вы чис ле ния и по ня тия
ма ши ны Тью рин га ни как не мо жет счи тать ся рас кры ти ем кон цеп ту -
аль но го со дер жа ния по ня тия эф фек тив но го вы чис ле ния. Са мо при рав -
ни ва ние «ра бо че го про стра н ст ва» ма ши ны Тью рин га к ана ло гич но му
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про стра н ст ву эф фек тив ной про це ду ры вы чис ле ния, осу ще ст в ля е мо го
да же и «ком пу то ром», и мо жет быть пред ме том ма те ма ти че с ко го
до ка за т ель ст ва. 

Та ким об ра зом, ес ли от бро сить идею о том, что те зис Чер ча яв ля -
ет ся ре зуль та том кон цеп ту аль но го ана ли за, то г да не до ка зу е мость те -
зи са на до как-то со вмес тить с при знан ным все ми его ма те ма ти че с ким
ха рак те ром. Дж. Фо ли на пред ла га ет рас смат ри вать те зис как ма те ма -
ти че с кое ут вер жде ние, ко то рое не под хо дит под клас си че с кое оп ре де -
ле ние де дук тив но го до ка за т ель ст ва. При этом она не яв но до пус ка ет,
что есть та кие ма те ма ти че с кие ут вер жде ния, ко то рые вы хо дят за пре -
д е лы де дук тив ной трак тов ки. В этом слу чае тре бу ет ся рас ши ре ние по -
ня тия до ка за т ель ст ва, о ко то ром го во ри лось ра нее. 

Го во ря о «ма те ма ти че с кой до ка зу е мо с ти», сле ду ет за ра нее об ъ -
яс нить, что при этом в точ но с ти име ет ся в ви ду. На это упи рал С. Ша -
пи ро, ко то рый ут вер ждал, что в сис те ме Цер ме ло – Френ ке ля не су ще -
с т ву ет до ка за т ель ст ва те зи са и не име ет ся фор маль но го до ка за т ель ст -
ва [17]. Для фор маль но го до ка за т ель ст ва те зи са на до ско н ст ру и ро вать 
фор маль ную сис те му, в ко то рой кон цеп ция вы чис ли мо с ти дол ж на
быть сре ди при ми тив ных по ня тий, и это до ка за т ель ст во дол ж но быть
ос но ва но на ак си о мах, ха рак те ри зу ю щих дан ное по ня тие. За да ча то г -
да со сто ит в том, что бы по ка зать, что вы чис ли мость, ха рак те ри зу е мая
та ким об ра зом, со в па да ет с ре кур сив но с тью. Но здесь воз ни ка ет дру -
гая про бле ма, а имен но, про бле ма де мо н ст ра ции то го, что при ня тые
ак си о мы для вы чис ли мо с ти на са мом де ле от ра жа ют в точ но с ти сво й -
ст ва (ин ту и тив но по ня тые) вы чис ли мо с ти. От сю да мы опять при хо -
дим к те зи су, хо тя уже на дру гом уров не и в дру гом кон тек сте. Сле ду -
ет раз ли чать раз ные уров ни в ма те ма ти ке – до те о ре ти че с кий и фор -
маль ную ре ко н ст рук цию, и по э то му нуж но при ни мать во вни ма ние
раз лич ные сре д ст ва об ос но ва ния.
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Ин сти тут фи ло со фии и пра ва 
СО РАН, г. Но во си бирск

Bessonov, A.V., A.V. Khlebalin and V.V. Tselishchev. Whether Church’s
Thesis may be proved?

To get a formal proof of Church’s Thesis we need to build a formal system where the
concept of computability must be among primitive concepts and must be based on postulates
which describe this concept. Then, the task is to show that computability being described in this
way coincides with recursiveness. But in this case, another problem arises: we need to show that
standard postulates reflect quite the same computability properties (understanded by intuition).
Hence, we come to the Thesis again, but now on another level and in another context. We should
distinguish different levels in mathematics, viz pre-theoretical one and formal reconstruction.
That is why we need to take into account different means of proving.
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