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I

По ня тие до ка за т ель ст ва со всем не ог ра ни че но сфе рой ма те ма ти ки. 
Яв ля ясь ча с тью за пад ной куль ту ры, оно про ник ло во мно гие от рас ли
че ло ве че с кой де я тель но с ти. Це лая эпо ха в ис то рии Ев ро пы, а имен но
Про с ве ще ние, про ник ну та иде ей до ка за т ель ст ва: все ин сти ту ты – ре ли -
ги оз ные, по ли ти че с кие, эко но ми че с кие и пр. – дол ж ны бы ли про й ти
«тест» на ра ци о наль ность, не пре мен ным ин гре ди ен том ко то рой яв ля -
ет ся до ка за т ель ст во. Ис то ри че с ки прак ти ка до ка за т ель ст ва в зна чи -
тель ной сте пе ни свя за на с со ци аль но-по ли ти че с ки ми об сто я т ель ст ва ми 
жиз ни древ не г ре че с ких по ли сов, су деб ная сис те ма ко то рых по ощ ря ла
гра ж дан со вер ше н ст во вать свою сно ров ку в ри то ри ке, от че го за ви се ла
бу к валь но на пря мую их жизнь. Де й ст ви тель но, как сви де т ель ст ву ет со -
ци о лог на у ки С. Фул лер, «Афи ня не бы ли одер жи мы в сво ей стра с ти
к де мо н ст ра ции ди а лек ти че с кой сно ров ки, уп раж ня ясь в ней друг пе -
ред дру гом и про ез жи ми ино с тран ца ми. Они по сто ян но под вер га ли
рис ку свою честь, по зво ляя се бе до ка зы вать са мые аб сур д ные ве щи
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на и мень шим ко ли че с т вом ша гов и са мым тон ким об ра зом. Этот вкус 
к рис ку в ар гу мен та ции пе ре шел во все бо лее ка п риз ную ино с тран ную
по ли ти ку, про яв ляв шу ю ся в во ен ных и внеш не по ли ти че с ких ре ше -
ни ях, ко то рые не из беж но ве ли к па де нию Афин, опи сан но му в Пе ло -
по нес ских вой нах Фу ки ди да. На б лю дая за этим не ча с т ным хо дом со -
бы тий, Пла тон за клю чил, что глав ным ви нов ни ком бы ли со фис ты,
ко то рые са ми по се бе бы ли ино с тран ца ми, за ра ба ты ва ю щи ми на
жизнь тем, что учи ли афи нян ди а лек ти че с кой сно ров ке, осо бен но то -
му, “как бо лее сла бый ар гу мент ка зал ся бо лее силь ным”» [1].

Как вид но, уже здесь при су т ст ву ют мно гие чер ты по ня тия до ка -
за т ель ст ва, как оно пред став ле но в со вре мен ной ма те ма ти ке – на и -
мень шее чис ло ша гов, тон кость мыш ле ния, си ла и сла бость ар гу мен -
та. Не с коль ко сто ле тий та кой ди а лек ти че с кой тре ни ров ки, оче вид но,
спо со б ст во ва ли в не ма лой сте пе ни воз ник но ве нию и ко ди фи ка ции де -
дук тив но го ме то да в пред став ле нии его Евк ли дом. Ес те с т вен но, что
пер вое ме с то в этом при над ле жит со б ст вен но ан тич ной ма те ма ти ке,
но сле ду ет при этом за ме тить, что ма те ма ти ка в те вре ме на шла ру ка
об ру ку с фи ло со фи ей и ло ги кой. Ак сио ма ти че ский ме тод мо жет счи -
тать ся про дук том об е их тра ди ций, и че рез две ты ся чи лет идея ме ха -
ни че с ко го де дук тив но го про цес са вы во да за клю че ния (те о рем) из по -
сы лок (ак си ом) бы ла по ло же на Лей б ни цем в ос но ву идеи уни вер саль -
но го язы ка. Ме ха ни за ция де дук тив но го вы во да взы ва ла к ма те ма ти че -
с ко му по ня тию вы чис ле ния, ко то рое осу ще ст в ля лось ал го рит ми че с -
ким спо со бом. Фи ло соф ский спор двух лю дей дол жен быть за ме нен,
по мыс ли Лей б ни ца, со стя за ни ем «бух гал те ров» в вы чис ле нии. Та ким
об ра зом, кон цеп ции до ка за т ель ст ва и вы чис ле ния пе ре пле лись, и с тех 
пор связь этих двух по ня тий яв ля ет ся пред ме том дис кус сий как в са -
мой ма те ма ти ке, так и в ее фи ло со фии.

Во-пер вых, пред по ла га ет ся, что до ка за т ель ст во есть сво е го ро да
ког ни тив ный акт, а по ни ма ние до ка за т ель ст ва есть не ко то ро го ро да
«оза ре ние». Па ра диг мой та ко го пред став ле ния яв ля ет ся до ка за т ель ст -
во те о ре мы Пи фа го ра в «Ме но не» Пла то на, где Со к рат пу тем на во дя -
щих при ме ров из вле ка ет из юно ши по ни ма ние до ка за т ель ст ва. Та ко го 
ро да оза ре ния при су щи ду ше, со з на нию, ду ху, но ни как не косной ма -
те рии. Но коль ско ро до ка за т ель ст во вклю ча ет в се бя вы чис ле ния,
а по след нее мо жет быть осу ще ст в ле но и ме ха ни че с ким без душ ным
уст ро й ст вом, воз ни ка ет во п рос, в ка кой сте пе ни до ка за т ель ст во есть
не пре мен но ког ни тив ный акт. 
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Во-вто рых, ес ли при знать дво й ст вен ный ха рак тер до ка за т ель ст ва,
то г да на до ис кать ме с то «встре чи» оза ре ния и вы чис ле ния. Оче вид но,
что это про ис хо дит в эле мен тар ном ша ге до ка за т ель ст ва, ко то рый сам
по се бе яв ля ет ся как ког ни тив ным ак том, так и ре зуль та том вы чис ле -
ний. Эле мен тар ный шаг до ка за т ель ст ва со сто ит в пе ре хо де от од но го
ут вер жде ния к дру го му, и эле мен тар ность со сто ит в оче вид но с ти пра -
ви ла та ко го пе ре хо да. По ми мо эле мен тар но с ти сю да вхо дят дру гие
важ ные кри те рии. В ча с т но с ти, та кой пе ре ход дол жен со хра нять ис тин -
ность, он дол жен про из во дит ся по стро гим син так си че с ким пра ви лам,
так, что бы та кое пра ви ло бы ло эф фек тив ным, и т.д. Но в дан ном слу чае
для нас важ но при зна ние, воз мож но и вре мен ное, су ще с т во ва ния та -
ко го эле мен тар но го ша га. Ес те с т вен но, что по иск та ко го эле мен тар но го 
ша га в ре аль ном ма те ма ти че с ком мыш ле нии яв ля ет ся уто пи ей, по -
сколь ку да же в на и бо лее фор маль ном пред став ле нии до ка за т ель ст ва
пра ви ла вы во да не яв ля ют ся на столь ко эле мен тар ны ми, что бы при -
знать ре дук ци о ни ст скую про грам му та ко го по ис ка ус пеш ной. По ми мо
это го об сто я т ель ст ва, нуж но иметь в ви ду и то, что ни ка кой ра бо та ю -
щий ма те ма тик не ве дет свои рас су ж де ния в «фор маль ном мо ду се»,
так что во п рос об эле мен тар но с ти ша га в до ка за т ель ст ве во об ще
проблематичен. Тем не ме нее ана лиз по ня тия до ка за т ель ст ва не из беж -
но на тал ки ва ет ся на во п рос о су ще с т во ва нии ка ких-то эле мен тар ных 
его фраг мен тов. 

В-треть их, об ос но ван ность пред став ле ний об эле мен тар ном ша ге
до ка за т ель ст ва мо ти ви ру ет ся пре ж де все го «вы чис ли тель ной» ком по -
нен той до ка за т ель ст ва. Вы чис ле ние есть ал го рит ми че с кий акт, ко то -
рый мо жет быть осу ще ст в лен ме ха ни че с ким уст ро й ст вом. Ра бо та
ме ха ни че с ко го уст ро й ст ва, или ав то ма та, раз би ва ет ся на эле мен тар ные
ша ги го раз до бо лее эф фек тив ным об ра зом, чем это воз мож но для ког -
ни тив но го ак та. Имен но это об сто я т ель ст во ле жит в ос но ве на ших по -
пы ток «ме ха ни зи ро вать» мыш ле ние. Де карт стре мил ся к та ко му пред -
став ле нию ког ни тив но го ак та, при ко то ром оче вид ность ак та не вы зы -
ва ла бы со мне ний. Не со м нен ность та ко го ро да бы ла, по мыс ли Де кар та, 
срод ни ме ха ни че с ко му де й ст вию, хо тя и но си ла имя «ин ту и ция». Кар -
те зи ан ская тра ди ция пред став ле ния жи во го су ще с т ва как ма ши ны, хо тя 
пря мо и не от но си лась к об лас ти мыш ле ния, мо жет быть ин тер пре ти -
ро ва на и в этом на прав ле нии, по сколь ку акт до ка за т ель ст ва и акт вы -
чис ле ния име ют ме ж ду со бой мно го об ще го. Под твер жде ни ем то го,
что Де карт от нюдь не ог ра ни чи вал ся ин ту и ци ей при ана ли зе по ня тия
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до ка за т ель ст ва, слу жит точ ка зре ния Ф.Кит че ра [2]. Ко г да мы встре ча -
ем ся с длин ны ми до ка за т ель ст ва ми, Де карт при зна ет, что де дук ция при
этом ста но вит ся не оп ре де лен ной, по сколь ку пре вы ша ет сфе ру то го, что 
мы мо жем пред ста вить се бе в со з на нии [3]. Для пре одо ле ния это го за -
труд не ния Де карт пред ла га ет по сто ян ное пред став ле ние раз мыш ле ния
на ше му со з на нию, так что бы вся цепь вы во дов пред став ля ла со бой еди -
ный акт по сти же ния. Со г лас но Де кар ту, до ка за т ель ст во идет от пер вых
при н ци пов (ак си ом), и по ме ре ус лож не ния про цес са мыш ле ния эти
пер вые при н ци пы дол ж ны быть «со хра не ны» так, что бы в лю бое вре мя
мог ли быть «вы зва ны». Та же са мая «вы чис ли тель ная ме ха ни ка» от но -
сит ся к про ме жу точ ным ре зуль та там до ка за т ель ст ва. Та кой «ком пь ю -
тер ный» язык есть, ко неч но, мо ди фи ка ция то го, что Де карт имел в ви -
ду, но са ма воз мож ность пе ре пле те ния вы чис ли тель ных де й ст вий с ког -
ни тив ны ми яв ля ет ся весь ма ха рак тер ной.

В-чет вер тых, ме ха ни че с кая про це ду ра пред став ля ет со бой эм пи -
ри че с кий акт, в то вре мя как по сти жи мость ма те ма ти че с ко го до ка за -
т ель ст ва, акт оза ре ния пред став ля ет со бой ког ни тив ный про цесс. Воз -
мож но ли сме ше ние ког ни тив ных и эм пи ри че с ких эле мен тов в до ка за -
т ель ст ве, ко то рое тра ди ци он но ха рак те ри зу ет ся как ап ри ор ная струк -
ту ра? Те зис Чер ча, ха рак те ри зу ю щий при ро ду вы чис ли мо с ти, с од ной 
сто ро ны, под ра зу ме ва ет эле мен тар ность ме ха ни че с ких де й ст вий,
а с дру гой сто ро ны – эм пи ри че с кую при ро ду ме ха ни че с ко го уст ро й ст -
ва, вы пол ня ю ще го или ими ти ру ю ще го про цесс вы чис ле ния. Воз мож -
но ли ис кать в та ком сме шан ном пред став ле нии при ро ды де дук ции
эле мен тар ный шаг де дук ции? От но сит ся ли те зис Чер ча к про стым
ког ни тив ным про це ду рам вы чис ле ния (до ка за т ель ст ва), или же он от -
но сит ся к про стым эм пи ри че с ким ак там? Воз мож ны и дру гие ло ги че с -
кие ком би на ции: эле мен тар ный ког ни тив ный шаг и слож ный эм пи ри -
че с кий, эле мен тар ный эм пи ри че с кий акт и слож ный ког ни тив ный.
В по пу ляр ном пред став ле нии те зис Чер ча де ла ет упор на эле мен тар -
ном эм пи ри че с ком ак те, и в этом смыс ле те зис счи та ет ся эм пи ри че с -
ким ут вер жде ни ем о при ро де вы чис ли мо с ти. Это, в свою оче редь, ста -
вит во п рос о ста ту се те зи са Чер ча.

II

До ка за т ель ст во, как уже бы ло ска за но, есть ре зуль тат ког ни тив -
но го ак та, и по сколь ку та кой ког ни тив ный акт со вер ша ет ся без
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об ра ще ния к эм пи ри че с ко му опы ту, до ка за т ель ст во в фи ло соф ских
тер ми нах об ъ яв ля ет ся ап ри ор ным. Дру ги ми сло ва ми, до ка за т ель ст -
во есть ре зуль тат чис то го раз мыш ле ния. Од на ко мож но при вес ти та -
кие при ме ры, ко г да ре зуль тат до ка за т ель ст ва, а имен но об ос но ван -
ность ис тин но с ти не ко то ро го ут вер жде ния, дос ти га ет ся эм пи ри че с -
ким пу тем. Са мо по се бе это не яв ля ет ся чем-то осо бен ным, но ко -
г да об ыч ное до ка за т ель ст во ут вер жде ния не дос ти жи мо в си лу
слож но с ти, а эм пи ри че с кие сре д ст ва по зво ля ют дать об ос но ван -
ность ис тин но с ти ут вер жде ния, то г да роль до ка за т ель ст ва имен но
как ког ни тив но го ак та по ко леб ле на.

Ин те рес ным при ме ром по до б но го эм пи ри че с ко го спо со ба до ка -
за т ель ст ва ма те ма ти че с ких те о рем яв ля ет ся ре ше ние за да чи ком ми -
во я же ра, ко то рая со сто ит в по се ще ние ком ми во я же ром не ко то ро го
чис ла го ро дов та ки м об ра зом, что бы не за хо дить в один го род два
раза. В ма те ма ти че с кой фор му ли ров ке это оз на ча ет по стро е ние так
на зы ва е мо го «га миль то но ва пу ти» в гра фе. При воз рас та нии уз лов
гра фа ре ше ние за да чи ста но вит ся очень слож ным, воз рас тая экс по -
нен ци аль но с чис лом уз лов. Су ще с т во ва ние или не су ще с т во ва ние
га миль то но ва пу ти, од на ко, мо жет быть про де мо н ст ри ро ва но эм пи -
ри че с ким пу тем. Со в ре мен ная ДНК-тех но ло гия по зво ля ет по лу чать
в боль шом ко ли че с т ве не об хо ди мые фраг мен ты ДНК: ка ж до му уз лу
мож но со пос та вить оп ре де лен ную по сле до ва тель ность нук ле о ти дов
не ко то рой фик си ро ван ной дли ны, ска жем, 20 ос но ва ний. Да лее, ком -
пле мен тар ный к двум та ким по сле до ва тель но с тям фраг мент ДНК
той же дли ны (ска жем, 10 ос но ва ний для по сле до ва тель но с ти для
од но го уз ла и 10 ос но ва ний для дру гой по сле до ва тель но с ти) бу дет
со от ве т ст во вать «пу ти» ме ж ду дву мя го ро да ми. Для N го ро дов-уз -
лов гра фа су ще с т во ва ние га миль то но ва пу ти бу дет на ли чие та ко го
фраг мен та ДНК дли ны 20N, со сто я ще го из не по в то ря ю щих ся фраг -
мен тов ДНК дли ны 20 ос но ва ний. Экс пе ри мент со сто ит в том, что
в про бир ку за пус ка ет ся дос та точ ное чис ло та ких фраг мен тов ДНК,
ко то рые со от ве т ст ву ют уз лам, и за тем осу ще ст в ля ет ся фор ми ро -
ва ние фраг мен тов ДНК, со от ве т ст ву ю щих пу тям. За тем про из во -
дит ся «сши ва ние» та ких фраг мен тов так, что «сши тый» фраг мент
дол жен со от ве т ст во вать га миль то но ву пу ти. В кон це экс пе ри мен та
осу ще ст в ля ет ся тест на при су т ст вие в про бир ке та ко го фраг мен та.
«До ка за т ель ст во» не су ще с т во ва ния га миль то но ва пу ти со сто ит
в том, что по сле ря да ма ни пу ля ций в про бир ке ис ко мых фраг мен тов
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не об на ру жи ва ет ся. Де та ли са мо го экс пе ри мен та не су ще ст вен ны [5].
Важ но то, что ис тин ность ма те ма ти че с ко го ут вер жде ния как буд то
по ка зы ва ет ся эм пи ри че с ки ми сре д ст ва ми.

Сре ди мно же ст ва то чек зре ния, как под дер жи ваю щих, там и оп ро -
вер гаю щих эм пи ри че скую при ро ду до ка за тель ст ва, сле ду ет от ме тить
сле дую щую по зи цию: да же ес ли при дер жи вать ся ап рио ри ст ской трак -
тов ки при ро ды ма те ма ти че ско го до ка за тель ст ва, на до при знать, что ме -
ха ни че ская при ро да фор маль но го до ка за тель ст ва име ет сход ст во с эм пи -
ри че ской при ро дой ма те ма ти че ско го до ка за тель ст ва, по сколь ку ра бо та
ме ха низ ма са ма по се бе есть эм пи ри че ский про цесс. В этой свя зи воз ни -
ка ет во прос, яв ля ет ся ли «до ка за тель ст во» с по мо щью ДНК-тех но ло гии
ме ха ни че ским про цес сом, и коль ско ро в опы те с ДНК-тех но ло ги ей
мы име ем де ло с «вы чис ле ни ем», яв ля ет ся ли та кой вы чис ли тель ный акт
ме ха ни че ской про це ду рой? 

Ос нов ным воз ра же ни ем про тив то го, что бы счи тать «до ка за т ель -
ст во» с по мо щью ДНК-тех но ло гии на сто я щим до ка за т ель ст вом, яв ля -
ет ся то, что ге не ти че с кий экс пе ри мент мо жет иметь зна чи тель ные
по греш но с ти, ко то рые при су щи лю бо му экс пе ри мен ту. Но в под лин -
ном до ка за т ель ст ве по греш но с ти не тер пи мы. На это мож но от ве тить,
что де я тель ность ма те ма ти ка не ме нее по л на по греш но с тей та ко го ро -
да. Как эти по греш но с ти уст ра ня ют ся? Тща тель ный по ша го вый ана лиз
до ка за т ель ст ва по зво лит об на ру жить ошиб ки. В ре аль но с ти, ра бо та ю -
щий ма те ма тик мо жет иметь ин ту и цию от но си тель но то го, что пра -
виль но, а что не пра виль но, пред ви деть кор рек т ность об ще го хо да до ка -
за т ель ст ва и пр. Но де кар тов ский иде ал эле мен тар ных ког ни тив ных ак -
тов, пред став лен ных на ше му со б ст вен но му уму, все-та ки яв ля ет ся на д -
еж ным кри те ри ем пра виль но с ти де дук тив но го раз мыш ле ния. Но здесь
воз ни ка ет со мне ние в том, что со б ст вен но мож но счи тать та ким эле -
мен тар ным ког ни тив ным ак том, и что мож но счи тать со от ве т ст ву ю -
щим ему эле мен тар ным ша гом в «до ка за т ель ст ве» с по мо щью ДНК-
тех но ло гии. Ес ли мы при зна ем за кон ность па рал ле лей ме ж ду де дук -
тив ным до ка за т ель ст вом и эм пи ри че с ким его ана ло гом, то г да и в про -
бир ке с ДНК-ма те ри а лом мы дол ж ны опо з нать эле мен тар ные ша ги.
Это и в са мом де ле лег ко сде лать, по сколь ку мы име ем де ло с со во куп -
но с тью ме ха ни че с ких де й ст вий по сбор ке, раз бор ке, сши ва нию фраг -
мен тов ма те ри аль ных об ъ ек тов. 

Во п рос об эле мен тар но с ти име ет смысл толь ко в от но ше нии фор -
маль но го до ка за т ель ст ва, где чет ко оп ре де лен пе ре ход от од но го
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ут вер жде ния к дру го му по сре д ст вом пра вил вы во да. Эле мен тар ность
ког ни тив но го ак та есть эле мен тар ность пра ви ла вы во да. Как из вес т но,
пра ви ла вы во да варь и ру ют ся по сво ей ло ги че с кой си ле, и в этом смыс -
ле са мо по ня тие эле мен тар но го ша га ста но вит ся про бле ма тич ным.
Су ще с т ву ют на столь ко силь ные пра ви ла вы во да, что при их вве де нии
дли на до ка за т ель ст ва умень ша ет ся экс по нен ци аль но [5]. В оп ре де лен -
ном смыс ле про гресс в по стро е нии фор маль ных сис тем со сто ит во вве -
де нии все бо лее слож ных пра вил вы во да, ко то рые по зво ля ют бы с т рее
при хо дить к ис ко мо му ре зуль та ту. И в ре аль ном ма те ма ти че с ком ис -
сле до ва нии стрем ле ние ис поль зо вать та кие пра ви ла вы во да впол не
об ос но ва н но. Для по ни ма ния до ка зы ва е мой те о ре мы дол ж ны ис поль -
зо вать ся та кие пра ви ла вы во да, что бы ос нов ные фак ты те о рии по лу ча -
лись бы с т рее.

Ис поль зо ва ние же са мых про стых пра вил вы во да с этой точ ки
при во дит к то му, что до ка за т ель ст во ока зы ва ет ся слиш ком длин -
ным. Но есть серь ез ное со мне ние в том, что су ще с т ву ют «са мые
про стые» пра ви ла вы во да. Пред по ло жим все-та ки, что та кие «са -
мые про стые» пра ви ла вы во да су ще с т ву ют. Ка ко го ро да опе ра ци я ми 
они дол ж ны быть? Как во об ще мож но со от не с ти про стые и слож ные
пра ви ла вы во да? 

Са мо по ня тие «слож но го» пра ви ла апел ли ру ет к по ня тию бо лее
«про сто го» пра ви ла. Де й ст ви тель но, у ка ж до го слож но го пра ви ла
дол ж на быть ка кая-то мо ти ва ция, об ъ яс не ние то го, от ку да оно взя -
лось. Быть мо жет, мы все-та ки на чи на ем с про стых пра вил вы во да
и пе ре хо дим к бо лее слож ным. Та ко го ро да пе ре хо ды мо гут из у чать ся
в рам ках про бле мы све де ния од но го ис чис ле ния к дру го му, по сколь ку 
в раз ных ис чис ле ни ях пра ви ла вы во да, оче вид но, об ла да ют раз ной ло -
ги че с кой си лой. Си ла пра ви ла есть ре зуль тат то го, что до ка зы ва е мый
факт по про с ту оче ви ден, и то г да воз ни ка ет во п рос о том, есть ли
смысл в по ис ках при ро ды «про стых» пра вил. Пра ви ло ре ля ти ви зо ва -
но к ис ко мо му ре зуль та ту. Пра ви ло мо жет быть об ос но ван ным в од -
ной фор маль ной сис те ме и не о бос но ван ным в дру гой. Са ми сис те мы
стро ят ся, ис хо дя из це ли ис сле до ва ния. Но в сфе ре це лей мы мо жем
вы де лить два на прав ле ния – фи ло соф ский ана лиз, тя го те ю щий к по ис -
кам при ро ды про стых пра вил, и ма те ма ти че с кая прак ти ка, в ко то рой
важ но бы с т рей шее по лу че ние ре зуль та тов. 

Ма те ма ти че с кая прак ти ка есть ре аль ный про цесс, оп ре де ля е мый
мно ги ми фак то ра ми. Вы пя чи ва ние лишь од ной из сто рон, а имен но,
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бы с т рей шее по лу че ние ре зуль та та с по мо щью силь ных пра вил вы во да,
рас смат ри ва е мое с фи ло соф ской точ ки зре ния, мо жет при вес ти к стран -
ной си ту а ции. В кон це кон цов, мы мо жем лю бое под хо дя щее прав до по -
доб ное рас су ж де ние об ъ я вить ак си о мой, и все ис тин ные с ин ту и тив ной
точ ки зре ния ут вер жде ния сде лать ак си о ма ми, сле дя лишь за не про ти -
во ре чи во с тью сис те мы. Это и бу дет «вы ро ж ден ным» слу ча ем по ня тия
силь но го пра ви ла вы во да, по сколь ку мы по лу чи ли ре зуль тат са мым
«бы с т рым» об ра зом. Но здесь ре ша ю щим во п ро сом ста но вит ся то,
мож но ли бу дет га ран ти ро вать не про ти во ре чи вость сис те мы? Де й ст ви -
тель но, пред по ло жим, что та ких ак си ом бес ко неч ное чис ло. То г да да же 
ес ли ка ж дая из ак си ом из вес т на с ма те ма ти че с кой оп ре де лен но с тью,
нет ни ка кой уве рен но с ти в том, что бес ко неч ная конъ юн к ция из них бу -
дет из вес т на с ма те ма ти че с кой оп ре де лен но с тью. Но пред по ло жим, что 
мы об ре ли та кую уве рен ность, и че ло ве че с кий ум мо жет по стичь конъ -
юн к цию всех эле мен тов мно же с т ва «ба зис ных ак си ом», из вес т ных не -
по с ре д ст вен но с по мо щью ин ту и ции. По с коль ку это мно же с т во ис тин -
ных ут вер жде ний, по столь ку это мно же с т во не про ти во ре чи во. Та ким
об ра зом, не про ти во ре чи вость всех эле мен тов та ко го мно же с т ва ак си ом 
вы во дит ся с ма те ма ти че с кой оп ре де лен но с тью. 

Но ес ли эле мен ты та ко го мно же с т ва со став ля ют ре кур сив но пе -
ре чис ли мое мно же с т во, то г да мы не мо жем знать о его не про ти во ре -
чи во с ти с ма те ма ти че с кой оп ре де лен но с тью. Однако по сколь ку мы
все-та ки зна ем с ма те ма ти че с кой оп ре де лен но с тью о не про ти во ре чи -
во с ти, нам при хо дит ся за клю чить, что ли бо эле мен ты это го мно же с т -
ва не яв ля ют ся ре кур сив но пе ре чис ли мы ми, ли бо их конъ юн к ция не
яв ля ет ся че ло ве че с ки до ка зу е мой. Иными сло ва ми, от ли ча ю щи ми ся
от ге де лев ской тер ми но ло гии: хо тя ка ж дый эле мент мно же с т ва, взя -
тый ин ди ви ду аль но, че ло ве че с ки по зна ва ем с ма те ма ти че с кой оп ре -
де лен но с тью, их конъ юн к ция не яв ля ет ся че ло ве че с ки по зна ва е мой
с ма те ма ти че с кой оп ре де лен но с тью, и это не смот ря на то, что они ре -
кур сив но пе ре чис ли мы. 

Ре кур сив ная пе ре чис ли мость эле мен тов мно же с т ва из вес т ных
не по с ре д ст вен но ак си ом не по зво ля ет знать с ма те ма ти че с кой оп ре де -
лен но с тью конъ юн к ции всех ак си ом. Од на ко тер мин «все», ко то рый
тут фи гу ри ру ет, мо жет вве с ти в за блу ж де ние. Та кая конъ юнк ция бу дет
иметь фор му ∀х Фх, где х пред став ля ет со бой эле мент это го мно же ст ва.
Ес ли не ко то рое ут вер жде ние по лу че но вы во дом из ут вер жде ния «∀х Фх
ис тин но», то гда дей ст ви тель но ре кур сив ная пе ре чис ли мость мно же ст ва
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не по зво ля ет знать с ма те ма ти че ской оп ре де лен но стью это ут вер жде ние.
В ча ст но сти, мы не мо жем знать с ма те ма ти че ской оп ре де лен но стью от -
но си тель но не ко то рой ре кур сив ной функ ции, ко то рое пе ре чис ля ет их,
что она по ро ж да ет толь ко лишь ге де ле вы чис ла ис тин ных ут вер жде ний – 
пе ре чис ляю щую функ цию, оха рак те ри зо ван ную так, что бы дать тре буе -
мую фор му лу Ф(х). Ес ли же речь идет о том, что все ма те ма ти че ские
пред ло же ния, по зна вае мые с ма те ма ти че ской оп ре де лен но стью, ис тин -
ны, то гда яс но, что это ут вер жде ние име ет ме та те о ре ти че ский ха рак тер.
В ме та язы ке по зна вае мость пред ло же ний это го мно же ст ва оз на ча ет
их ис тин ность.

С эпи сте мо ло ги че ской точ ки зре ния га ран тию ис тин но сти ма те ма -
ти че ско го ут вер жде ния да ет то об стоя тель ст во, что это ут вер жде ние по -
лу че но с по мо щью ко неч но го пра ви ла. Эти ко неч ные пра ви ла пред став -
ля ют со бой не ко то ро го ро да ин ст рук ции, важ ней шим свой ст вом ко то -
рых яв ля ет ся эф фек тив ность. Зна ние то го, что эти эф фек тив ные пра ви ла
да ют лишь ис тин ные ут вер жде ния, рав но силь но зна нию то го, что эти
пред ло же ния яв ля ют ся не про ти во ре чи вы ми. Однако зна ние не про ти во -
ре чи во сти, со глас но вто рой тео ре ме Ге де ля о не пол но те, не воз мож но
в ка че ст ве до ка зуе мо го ре зуль та та. Но ес ли все-та ки име ет ся мно же ст во
ин ст рук ций, со глас но ко то рым по лу ча ют ся ис тин ные пред ло же ния, то -
гда не смот ря на то, что ка ж дое из су ж де ний, вы ра жен ное про из во ди мы -
ми пред ло же ния ми, ис тин но и че ло ве че ски по зна вае мо с ма те ма ти че -
ской оп ре де лен но стью, мы не мо жем знать с той же оп ре де лен но стью,
ка кие имен но ин ст рук ции да ют пра виль ный про дукт. Ес ли мы на ткнем ся 
на та кое пра ви ло, мы не мо жем до ка за ть, что оно имен но та ко во, или да -
же то, что про из во дит толь ко ис ти ны [6].

Ус лож не ние пра вил вы во да мо жет слу жить ис точ ни ком оп ре де -
лен но го бес по ко й ст ва, по сколь ку их слож ность мо жет быть при чи ной
не при ят но с тей с сис те мой (на при мер, воз мож ная про ти во ре чи вость).
По э то му вво ди мые пра ви ла дол ж ны быть кон сер ва тив ны ми: все, что
мож но до ка зать с их по мо щью, мо жет быть до ка за но с по мо щью пра -
вил бо лее про стых. Тре бо ва ние кон сер ва тив но с ти яв ля ет ся од ним из
на и бо лее важ ных при по стро е нии фор маль ных сис тем. Для нас в дан -
ном кон тек сте важ но то, что кон сер ва тив ность тре бу ет об ра ще ния к не -
ко то рым пра ви лам вы во да, ко то рые при зна ют ся уни вер саль ны ми.
Этим уни вер саль ным пра ви лам про ти во пос тав ле ны спе ци фи че с кие
пра ви ла, ко то рые в об ыч ном ло ги че с ком кон тек сте бес смыс лен ны, но
ес ли они вве де ны че рез кон сер ва тив ное рас ши ре ние, то г да эти пра ви ла
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да ют ин те рес ные ре зуль та ты. Во об ще, спе ци фи че с кие сре д ст ва эф фек -
тив ны, а уни вер саль ные сре д ст ва – нет.

Хо тя са ма слож ность спе ци фи че ских пра вил мо жет по се ять со мне -
ния в их ло ги че ской при ро де, мы мо жем по ла гать та кие пра ви ла ана ло -
гич ны ми не ло ги че ским ак сио мам. В этом смыс ле мы мо жем до пус тить
и не ло ги че ские пра ви ла вы во да, оп рав ды вае мые нор ма тив ны ми тре бо ва -
ния ми ма те ма ти ки. Нор мой тут яв ля ет ся же ла тель ность по лу че ния оп ре -
де лен но го ре зуль та та. Од на ко ка ж дое пра ви ло долж но иметь об ос но ва -
ние, и слож ное пра ви ло об ос но вы ва ет ся це пью пе ре ра бот ки ме ха ни че -
ских про це дур. В оп ре де лен ном смыс ле эти про це ду ры яв ля ют ся це пью
вы чис ле ний. Та ким об ра зом, мы име ем час тич ный от вет на во прос о том, 
что «пер вич но» – вы чис ле ния или ло ги че ский вы вод. 

III

Во прос о со от но ше нии слож ных и про стых, или спе ци фи че ских
и уни вер саль ных пра вил вы во да, как мы ви де ли вы ше, име ет один важ -
ный ас пект, а имен но, со от но ше ние ло ги че ско го вы во да и вы чис ле ний.
Рас смот рим ариф ме ти че ское ут вер жде ние, ко то рое счи та ет ся дос та точ -
но про стым: 2 + 2 = 4. Это же ут вер жде ние в кон тек сте ос но ва ний ма те -
ма ти ки пред став ля ет ся весь ма слож ным. Н.Бур ба ки в пер вой час ти «Тео -
рия мно жеств» сво его трак та та го во рит, что та кие «оче вид ные» ут вер -
жде ния тре бу ют сот ни пред ва ри тель ных стра ниц, за пол нен ных ло ги че -
ски ми оп ре де ле ния ми и вы во да ми [7]. Ут вер жде ние «2 + 2 = 4» пред став -
ля ет со бой ре зуль тат вы чис ле ний. Та ким об ра зом, лю бое вы чис ле ние
пред став ля ет со бой ги гант скую со во куп ность ло ги че ских опе ра ций, ко -
то рые дос та точ но про сты. Имея в ви ду пре ды ду щую ар гу мен та цию
о том, что ло ги че ские опе ра ции есть ре зуль тат вы чис ле ний, мы по лу ча ем 
по роч ный круг: ло ги че ские опе ра ции объ яс ня ют ся вы чис ле ни ем, а вы -
чис ле ния – ло ги че ски ми опе ра ция ми.

В ка ком смыс ле мож но счи тать, что ариф ме ти че с кие опе ра ции
и об ъ ек ты – на ту раль ные чис ла – сво дят ся к ло ги че с ким, а вы чис ле ние
сво дит ся к де дук тив но му про цес су? Один из пу тей та ко го све де ния воз -
мо жен с по мо щью ну ме ри че с ко го кван то ра. По ни ма ние чи сел как ну -
ме ри че с ких кван то ров не про ти во ре чит об ыч ной ариф ме ти че с кой
прак ти ке. Про ил лю с т ри ру ем этот те зис на при ме ре до ка за т ель ст ва
уже при ве ден но го про сто го ариф ме ти че с ко го ут вер жде ния «2 + 2 = 4».
Для то го что бы на й ти со от ве т ст ву ю щую это му ут вер жде нию те о ре му
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ло ги че с кой те о рии пер во го по ряд ка, вве дем вспо мо га тель ное по ня тие – 
ну ме ри че с ки оп ре де лен ный кван тор. Пусть име ет ся не ко то рое сво й ст -
во F. Ут вер жде ние, что не су ще с т ву ет об ъ ек тов со сво й ст вом F, рав но -
силь но ут вер жде нию о пус то те клас са, оп ре де ля е мо го сво й ст вом F, то
есть ¬(Ех) Fx. За пи шем это вы ра же ние в ви де (E0x)Fx. Да лее, мож но оп -
ре де лить вы ра же ние (E1x) Fx – «име ет ся точ но один об ъ ект х та кой, что
х об ла да ет сво й ст вом F» – как со кра ще ние вы ра же ния 

(Ex) [Fx & (E0 y) (Fy & y ≠ x)],

то есть «су ще ст ву ет объ ект х та кой, что х об ла да ет свой ст вом F, и не су -
ще ст ву ет объ ек та у, от лич но го от х, об ла даю ще го свой ст вом F». По доб -
ным же об ра зом оп ре де ля ет ся вы ра же ние (E2x) Fx – «име ет ся точ но два
объ ек та, об ла даю щих свой ст вом F», оп ре де ляе мое че рез 

(Ex) [Fx & (E1y) (Fy & y ≠ x)]

и т.д. Суть оп ре де ле ний по доб но го ро да со сто ит в сле дую щем: что бы не -
ко то рое свой ст во бы ло при су ще n + 1 объ ек там, оно долж но быть при су -
ще объ ек ту, от лич но му от тех n объ ек тов, ко то рым оно уже при су ще, то
есть (En+1x) Fx есть со кра ще ние для

(Ex) [Fx & (En) (Fy & y ≠ x)].

Та ким об ра зом, вы ра же ние (E2x) Fx, за пи сан ное толь ко с по мо щью
ло ги че ских сим во лов, со от вет ст ву ет ариф ме ти че ско му объ ек ту, а имен -
но, чис лу 2. То гда ма те ма ти че ско му ут вер жде нию «2 + 2 = 4» со от вет ст -
ву ет ло ги че ское вы ра же ние – ло ги че ская ис ти на – 

[(E2x) Fx & (E2x) Gx & (∀x) ∼ (Fx & Gx)] ⊃ (E4x) (Fx ∨ Gx).

До ка зы ва ет ся это так. Рас пи шем сна ча ла вы ра же ние (E2x)Fx
в ви де 

(Ex) (Ey) [Fx & Fy & x ≠ y & (∀u) (Fu & (u = x) ∨ (u = y)].

Со от ве т ст вен но, вы ра же ние (E4x) (Fx ∨ Gx) мож но пред ста вить
в ви де

(Ex) (Ey) (Ez) (Ew) [(Fx ∨ Gx) & (Fy ∨ Gy) & (Fz ∨ Gz) & (Fw ∨ Gw) &
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(S4)    & (x ≠ y) & x ≠ z) & (x ≠ w) & (y ≠ z) & (y ≠ w) & (z ≠ w) ]
(∀u) [(Fu ∨ Gu) ⊃ ((u = x) ∨ (u = y) ∨ y = z) ∨ (u = w))].

Из ана ли за вы ра же ний (E2x) Fx и (E2x) Gx яс но, что су ще с т ву ют
объ ек ты x, y, z и w та кие, что 

(S1)     (Fx & Fy & x ≠ y) & (∀u) (Fy ⊃ ((u = x) ∨ (u = y))

и

(S2)     (Gz & Gw & z ≠ w) & (∀u)) (Gy ⊃ ((u = z) ∨ (u = w)).

В ка ж дом из этих вы ра же ний га ран ти ру ет ся су ще ст во ва ние точ но
двух объ ек тов. Кро ме то го, есть и до пол ни тель ное ус ло вие

(S3)     (∀х) ¬ (Fx & Gx),

ко то рое га ран ти ру ет, что эти объ ек ты раз лич ны. В це лом со дер жа ние
(S1), (S2) и (S3) рав но силь но со дер жа нию (S4).

Та ким об ра зом, струк ту ра до ка за тель ст ва мо жет быть пред став ле на
в сле дую щем ви де

[(S1) & (S2) & (S3)] ⊃ (S4). 

Эта до воль но гро мозд кая про це ду ра ло ги че ско го об ос но ва ния про -
сто го ариф ме ти че ско го вы чис ле ния го во рит о том, что в ре аль ных вы -
чис ле ни ях та кое об ос но ва ние ста но вит ся не обо зри мым. 

Та ким об ра зом, по ня тие про сто го ког ни тив но го ак та ста но вит ся все
бо лее про бле ма тич ным. Это мо жет быть как ариф ме ти че ским вы чис ле -
ни ем (что мо жет быть про ще 2 + 2 = 4?), и эле мен тар ным ло ги че ским ша -
гом. В ре аль ном мыс ли тель ном ак те мы при бе га ем к ук руп не нию мно гих 
опе ра ций, да и в про грам ми ро ва нии лю бая про стая опе ра ция мо жет ока -
за ть ся со стоя щей из ты ся чей ко манд. То гда воз ни ка ет во прос о том, к ка -
кой из та ких про стых опе ра ций от но сит ся те зис Чер ча. Вы чис ле ния, со -
глас но это му те зи су, сво дят ся к со во куп но сти ме ха ни че ских опе ра ций,
то есть опять-та ки к вы чис ле ни ям, по сколь ку вы чис ле ния есть ал го рит -
ми че ский про цесс, и в этом от но ше нии луч ше все го пред став лен ма ши -
ной. Не яв ля ет ся ли то гда те зис Чер ча про сто трю из мом?

На это мож но воз ра зить, что са ма по се бе ма ши на ни че го не вы чис ля -
ет. Ин тер пре та ция вхо дов и вы хо дов ма ши ны про из во дит ся че ло ве ком.
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Ес ли че ло век хо чет что-то вы чис лить, то он лишь ис поль зу ет ма ши ну и не
бо лее то го. Че ло век ко ди ру ет и де шиф ру ет вхо ды и вы хо ды ма ши ны. Без
та ко го ко ди ро ва ния по ня тие вы чис ле ния не име ет смыс ла.

Од на ко и на этом пу ти мы ви дим не од но з нач ность си ту а ции: де ло 
в том, что са ма по се бе ра бо та ма ши ны не есть не что по сто рон нее по
от но ше нию к че ло ве ку, по сколь ку ра бо та ком пь ю те ра в про цес се вы -
чис ле ния ин тер пре ти ру ет ся как де я тель ность че ло ве ка, про из во дя -
щего про стые опе ра ции. Во об ще-то го во ря, опе ра ции, про из во ди мые
ком пь ю те ром, столь слож ны, что для их по ни ма ния в при н ци пе нуж на 
имен но та кая «ан тро по мор ф ная» ин тер пре та ция. Дру ги ми сло ва ми,
что бы про ве рить ра бо ту ма ши ны, мы дол ж ны пред ста вить ее как се -
рию ме ха ни че с ких опе ра ций. 

Во об ще, по пыт ка сде лать че ло ве ка не пре мен ным уча ст ни ком ал го -
рит ми че ско го по ня тия вы чис ле ния на тал ки ва ет ся на контр при мер, ко то -
рый при во дил ся на ми ра нее. Вы чис ле ния, про из во ди мые с по мо щью
ДНК-тех но ло гии, не со дер жат ни ка ко го ко ди ро ва ния, по сколь ку не про -
грам ми ру ют ся эле мен тар ные ша ги «до ка за тель ст ва». С не ко то рой на -
тяж кой мож но ска за ть, что ко ди ро ва ние име ло ме сто, ко гда в про бир ку
за пус ка лись мо ле ку лы ДНК, но это вы во дит нас в бо лее ши ро кий кон -
текст об су ж де ния.

В од ном из фан та с ти че с ких про из ве де ний опи сы ва ет ся си ту а ция,
ко г да че ло век в эпо ху раз ви той тех ни че с кой ци ви ли за ции по ка ким-то 
там при чи нам ис чез, но сис те ма про из во д ст ва, со з дан ная че ло ве ком,
про дол жа ла пре вос ход но функ ци о ни ро вать – до бы ва лись ре сур сы,
осу ще ст в ля лась их транс пор ти ров ка, про из во ди лась про дук ция, ко то -
рая ис поль зо ва лась для до бы ва ния ре сур сов, и т.д. Сис те ма, ос но ван -
ная на вы чис ле ни ях, ра бо та ла са ма по се бе. Воз ни ка ет во п рос, яв ля -
ют ся ли та кие «вы чис ле ния», ли шен ные пер во на чаль ной це ли, под -
лин ны ми вы чис ле ни я ми, или же мы дол ж ны в по ня тие вы чис ле ния,
как и по ня тие до ка за т ель ст ва, вво дить ак си о ло ги че с кий ас пект? Но
при этом рез ко ус лож ня ет ся са мо по ня тие вы чис ле ния. 

Рас смот рим та кой во п рос: что та кое пра виль ная про грам ма? Один
от вет со сто ит в том, что это струк ту ра, со став лен ная в со гла сии с оп ре -
де лен ны ми пра ви ла ми, а дру гой от вет – в том, что она ре а ли зу ет то,
что я хо чу. Это со вер шен но раз ные от ве ты, и по след ний пред по ла га ет
ак си о ло ги че с кий ас пект. Воз мож но, что этот ас пект ва жен при об су ж -
де нии слож ных сис тем, но при об су ж де нии при ро ды эле мен тар ных
опе ра ций сле ду ет при знать, что че ло век со вер ша ет ме ха ни че с кие
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опе ра ции, и они не но сят пред ва ри тель но ос мыс лен но го ха рак те ра по
ко ди ро ва нию и рас ко ди ро ва нию.

Ак сио ло ги че ский ас пект есть силь ное ус лож не ние кон цеп ции вы -
чис ле ния. Те зис Чер ча не ре ле ван тен в от но ше нии это го ас пек та, по -
сколь ку во вре мя вы чис ле ний че ло век ими ти ру ет ма ши ну. В не ко то ром
от но ше нии мы вновь стал ки ва ем ся с по роч ным кру гом: че ло век ими ти -
ру ет ма ши ну, а ма ши на, то есть ком пь ю тер, ими ти ру ет про стые опе ра -
ции че ло ве ка. Имен но по этой при чи не по ня тие эле мен тар ной опе ра ции
в вы чис ле нии или до ка за тель ст ве, по ня тие эле мен тар но го ког ни тив но го
ак та, име ет смысл. Упо доб ле ние че ло ве ка ма ши не про яв ля ет ся уже
в том, что в тео рии ал го рит мов не при сут ст ву ет упо ми на ние о че ло ве ке.
Во об ще, «ме ха ни за ция» че ло ве че ских уси лий по зво ля ет уй ти от слож -
ных ме та фи зи че ских про блем, суть ко то рых за клю ча ет ся во вклю че нии
че ло ве че ских це лей в об су ж де ние до воль но уз ких про блем.

IV

На до при знать, что по иск «са мой про стой», или «эле мен тар ной»
опе ра ции есть так же про яв ле ние ме та фи зи ки. В ма те ма ти ке про бле ма
эле мен тар но сти опе ра ции при ни ма ет ха рак тер пе ре во ди мо сти од ной
про це ду ры в дру гую. В од ной фор маль ной сис те ме не ко то рая опе ра ция
бу дет про стой, в то вре мя как в дру гой фор маль ной сис те ме та же са мая
опе ра ция бу дет слож ной. Со от но ше ние при этом фор маль ных сис тем ма -
ло что мо жет про яс ни ть в со от но ше нии этих опе ра ций.

На п ри мер, в про грам ми ро ва нии мы по ла га ем эле мен тар ным ис -
пол не ние од но го на пи сан но го опе ра то ра. Ко г да мы пе ре хо дим к дру го -
му от лад чи ку, за этим опе ра то ром об на ру жи ва ет ся це лый ас сем б лер -
ный код. А за этим ас сем б лер ным ко дом сто ят опе ра ции про цес со ра,
а там что-то еще. Нам не уда с т ся из бе жать ме та фи зи ки, по сколь ку ло ги -
че с кий вы вод и вы чис ле ние ас со ци и ру ют ся с раз ны ми пред став ле ни я -
ми о при ро де этих де й ст вий. Тем не ме нее мы пы та ем ся свя зать их че -
рез вза им ное об ъ яс не ние. Вы чис ле ния мы пы та ем ся по нять с точ ки зре -
ния ло ги че с ких опе ра ций, а ло ги че с кие опе ра ции – это вы чис ле ния.
К че му же мы при хо дим в этом ги по те ти че с ком рег рес се от слож но го
к бо лее про сто му? К вы чис ле ни ям или же к ло ги че с ко му вы во ду? Ло -
ги че с кий вы вод есть мен таль ный акт по сти же ния свя зи ме ж ду по сыл -
кой и за клю че ни ем. Вы чис ле ние есть не ко то рый про цесс, ко то рый мо -
жет быть осу ще ст в лен ме ха ни че с ки. В ча с т но с ти, для вы чис ли тель ной
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ма ши ны важ ны два па ра мет ра – вре мя и па мять. В про бир ке при про ве -
де нии вы чис ле ний с по мо щью ДНК-тех но ло гии ог ром ная па мять. Так
что при рас смот ре нии про бле мы то го, что та кое вы чис ле ние, нуж но
при ни мать во вни ма ние эти два па ра мет ра. В на ших по пыт ках по лу чить 
све де ние од но го клас са яв ле ний к дру го му мы го то вы по ла гать, что
мен таль ный акт по сти же ния на са мом де ле яв ля ет ся ре зуль та том вы -
чис ле ний, то есть что ра бо та моз га есть по су ти сво ей ра бо та ком пь ю те -
ра. С дру гой сто ро ны, мож но ли счи тать про ис хо дя щее в про бир ке те ми 
вы чис ле ни я ми, ко то рые по этой ги по те зе про ис хо дят в го ло ве. Быть
мо жет, то г да речь идет у нас о раз ных по ня ти ях вы чис ле ния?

Впол не воз мож но, что са ма по ста нов ка во п ро са о рег рес се го во рит 
о бес смыс лен но с ти по пы ток увя зать по ня тия вы чис ле ния и ло ги че с ко -
го вы во да или до ка за т ель ст ва точ ным об ра зом. Ре аль ность мо жет за -
клю чать ся в том, что для од них це лей эле мен тар ным ша гом бу дет вы чис -
ле ние, а для дру гих це лей – ло ги че с кий вы вод. То г да по ня тие эле мен -
тар но го ша га в до ка за т ель ст ве бу дет от но си тель но вдвой не: не толь ко
про стое и слож ное от но си тель но в за ви си мо с ти от ис чис ле ния, но
и при ро да про сто го или эле мен тар но го бу дет от но си тель на в за ви си мо -
с ти от це лей ис сле до ва ния.

Та кая двой ная от но си тель ность эле мен тар ной опе ра ции в до ка за -
т ель ст ве ста вит во п рос о ста ту се те зи са Чер ча. К то му же те зис мо жет
от но сить ся как к мен таль но му ак ту, так и к ме ха ни че с ким опе ра ци ям.
Сле ду ет ли смешивать во п рос об эле мен тар но с ти ак та вы чис ле ния
с во п ро сом об он то ло ги че с кой при ро де вы чис ле ния? К то му же впол -
не воз мож но, что су ще с т ву ет фи зи че с кий ком пь ю те р, эле мен тар ные
опе ра ции ко то ро го не раз ре ши мы от но си тель но на ше го про сто го иде -
а ли зи ро ван но го ком пь ю те ра. На п ра ши ва ет ся пред по ло же ние, что
в при ме не нии к ког ни тив но му ак ту по сти же ния при ме не ние те зи са
Чер ча име ет дру гой ха рак тер, не же ли в при ме не нии к ме ха ни че с ким
де й ст ви ям ком пь ю те ра. Од на ко при этом сле ду ет по м нить, что ком пь -
ю те ры не опи сы ва ют ся в той же ариф ме ти ке – они опи сы ва ют ся дру -
гим ап па ра том, а имен но ма ши ной Тью рин га.

Сле ду ет ли от сю да, что те зис Чер ча не име ет эпи с те ми че с ко го ха -
рак те ра, а име ет чис то ма те ма ти че с кий ха рак тер? Де й ст ви тель но, для
нас те зис – эм пи ри че с кая ги по те за, а для ком пь ю те ра – фи зи че с кий
факт. Точ нее во п рос ста вит ся так: эле мен тар ный ког ни тив ный шаг,
к ко то ро му апел ли ру ет те зис Чер ча – это эле мен тар ное по ни ма ние или
же это вы чис ле ние?
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V

Не яс но сти при по пыт ке при дать те зи су Чер ча ме та фи зи че ский от те -
нок, свя зав его с при ро дой эле мен тар ных ша гов в вы чис ле нии, го во рят
о том, что сам по се бе те зис ни как не яв ля ет ся фи ло соф ским по ня ти ем.
Ско рее это эм пи ри че ское пра ви ло вы во да, и хо тя оно не до ка за но, мно го -
лет ний опыт ра бо ты яв ля ет ся об ос но ва ни ем ве ры в не го. В ре аль ной ма -
те ма ти че ской прак ти ке это не ко то ро го ро да фо но вое пред по ло же ние, ко -
то рое не вы хо дит на по верх ность яв но, и ес ли все же в ма те ма ти че ском
тек сте есть ссыл ка на те зис, то это на вер ня ка фи гу ра ре чи. При ме не ния
это го фо но во го пред по ло же ния раз но об раз ны. На при мер, те зис да ет об -
ос но ва ние сле дую ще му: ес ли вы по про си те ме ня рас пи сать ал го ритм,
то в прин ци пе я мо гу это сде лать, но луч ше это го не де лать. Дру ги ми сло -
ва ми, те зис гла сит, что это мож но сде лать в прин ци пе.

Сло ва «мож но сде лать в при н ци пе» об о зна ча ют весь ма важ ную
осо бен ность ста ту са те зи са Чер ча. Та кой ста тус име ет свои ин те рес -
ные и оза да чи ва ю щие сто ро ны. Дж. Бэр роу при во дит в сво ей кни ге
«Пи на не бе сах» сле ду ю щую ме та фо ру [7]. Пусть на Мар се об на ру жи -
ва ет ся раз ви тая ма те ма ти ка, ин те рес ной осо бен но с тью ко то рой яв ля -
ет ся су ще с т во ва ние не пре ре ка е мо го ав то ри те та Си мо на. Его ре зуль -
та ты на столь ко глу бо ки, что вре ме на ми про сто не дос туп ны об ыч ным
мар си ан ским ма те ма ти кам. Но по сколь ку все его по нят ные ре зуль та -
ты ока зы ва лись пра виль ны ми, не по нят ные так же об ъ яв ля лись мар си -
ан ским ма те ма ти че с ким со об ще с т вом пра виль ны ми, и еди н ст вен ным
оп рав да ни ем их яв ля лось не не по с ти жи мое до ка за т ель ст во, а фра за
«Си мон ут вер жда ет…». 

Ка ков ста тус та ко го под хо да к при ня тию ма те ма ти че с ких ут вер -
жде ний в ка че с т ве ис тин ных? С пер во го взгля да эта си ту а ция на по ми -
на ет си ту а цию со ста ту сом те зи са Чер ча, по сколь ку оба име ют ха рак тер 
эм пи ри че с ко го об об ще ния по по во ду аде к ват но с ти фор ма ли за ции ин -
ту и тив ных пред по ло же ний. То, что «ут вер жда ет Си мон», ра но или по -
зд но ока зы ва ет ся пра виль ным, но это не ана ли ти че с кая или ап ри ор ная
ис тин ность ма те ма ти че с ких ут вер жде ний, по сколь ку сле ду ет пред по -
ло жить, что ино г да Си мон оши ба ет ся. В ре аль ной зем ной ма те ма ти че с -
кой ис то рии име ет ся по до б ный Си мо ну пер со наж, а имен но С.Ра ма нуд -
жан, ко то рый часьл ут вер ждал ма те ма ти че с кие ис ти ны без до ка за т ель -
ст ва. Боль шая часть этих ут вер жде ний де й ст ви тель но бы ла ис тин ной,
но по сколь ку Ра ма нуд жан не пред ла гал до ка за тельств (ис ти ны  ему дик-
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 то ва лись бо ги ней На мат жи ри), ста тус этих ис тин со в па да ет со ста ту сом 
ис тин «Си мон ут вер жда ет». К со жа ле нию, бо ги ня На мат жи ри вре ме на -
ми оши ба лась, и в этом от но ше нии бо же с т во, со вер ша ю щее ошиб ки,
и зна чит под вер жен ное эм пи ри че с ким ог ра ни че ни ям, ма ло на по ми на ет
бо же с т во Пи фа го ра, ко то рое мыс лит де дук тив но. Впро чем, оба под хо -
да – Си мо на и Ра ма нуд жа на – мож но трак то вать с мис ти че с кой точ ки
зре ния не по с ти жи мо го про ник но ве ния в суть ма те ма ти ки. С этой точ ки
зре ния до ка за т ель ст во не яв ля ет ся не пре мен ным ат ри бу том от кры тия
ма те ма ти че с ких ис тин.

Но по до б но го ро да мис ти цизм при всей при вле ка тель но с ти, та и н ст -
вен но с ти и сверх ъ ес те с т вен но с ти дол жен ус ту пить ме с то ра ци о наль но -
му под хо ду. В ко неч ном сче те по сти жи мость ма те ма ти че с ких ис тин есть
во п рос спо со бов пред став ле ния до ка за т ель ст ва с не об хо ди мой яс но с -
тью. Ес ли до ка за т ель ст во раз ло же но на дос та точ но эле мен тар ные ша ги,
то г да вос при я тие про сто. Бе з ус лов но, про бле ма яс но с ти упи ра ет ся в те
са мые «эле мен тар ные ша ги», о ко то рых го во ри лось ра нее. И опять- та ки, 
мож но пред по ло жить, что по сколь ку эле мен тар ность зи ж дет ся в ме ха ни -
че с ком об ос но ва нии ког ни тив ных ак тов, то есть об ос но вы ва ет ся те зи сом 
Чер ча, по лу ча ет ся, что эк ви ва лен т ность ря да ма те ма ти че с ких сис тем по -
ка зы ва ет ся апел ля ци ей к эм пи ри че с ко му те зи су.

Но во п рос о том, ка кой ха рак тер но сит об об ще ние, с по мо щью
ко то ро го ин ту и тив ные по ня тия по лу ча ют пред став ле ние в фор маль -
ных сис те мах, со всем не нов. Осо бое вни ма ние фи ло со фов ма те ма ти -
ки к те зи су Чер ча, воз мож но, об ъ яс ня ет ся эм пи ри че с кой важ но с тью
об ъ ек тов ис сле до ва ния. В свое вре мя та кую важ ность об ре ло по ня тие
вы чис ли мо с ти, и его ин ту и тив ное со дер жа ние уточ ня лось не сколь ки -
ми спо со ба ми, ма те ма ти че с кая эк ви ва лен т ность ко то рых бы ла ус та -
нов ле на по зд нее. Это про сто эпи зод ма те ма ти че с кой прак ти ки, ко то -
рый не сто ит пе ре оце ни вать. Под твер жде ни ем это му яв ля ет ся ис то -
рия с по ня ти ем не пре рыв но с ти функ ции де й ст ви тель ной пе ре мен ной.
В учеб ни ках 30-х гг. про шло го сто ле тия бы ло не сколь ко оп ре де ле ний
не пре рыв но с ти, и ут вер див ша я ся прак ти ка с «дель та-эп си лон» есть
ана лог те зи са Чер ча. Мож но на звать это те зи сом Ве й е р шт рас са – не -
пре рыв ная функ ция есть функ ция, удов ле т во ря ю щая та ким-то и та -
ким-то ус ло ви ям. Есть ин ту и тив ное по ня тие не пре рыв ной функ ции
и есть точ ное ма те ма ти че с кое оп ре де ле ние. Ут вер жде ние об их со в па -
де нии и есть те зис. И ни кто уже не об су ж да ет про бле ма тич но сть та ко -
го со в па де ния. Так и с те зи сом Чер ча. Есть класс ин ту и тив но вы чис-
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 ли мых функ ций, и есть точ ное оп ре де ле ние клас са час тич но-ре кур -
сив ных функ ций. Те зис есть ес те с т вен но-на уч ное ут вер жде ние о со в -
па де нии этих по ня тий. По ме ре то го, как точ ное фор маль ное оп ре де -
ле ние при об ре та ет все боль шее зна че ние, об ин ту и тив ном смыс ле по -
ня тия про сто за бы ва ют. В слу чае не пре рыв но с ти сту ден тов с са мо го
на ча ла за став ля ют учить фор маль ное оп ре де ле ние. То же про ис хо дит
в ло ги ке: все уве ро ва ли, что час тич но-ре кур сив ные функ ции и ин ту и -
тив но вы чис ли мые функ ции по Тью рин гу со в па да ют. И го во рят, что
вы чис ли мые функ ции – это и есть час тич но ре кур сив ные функ ции.
Не п ре рыв ность есть важ ное по ня тие, и по э то му ни кто не об су ж да ет
сей час при ро ду те зи са о не пре рыв но с ти. Та ких те зи сов на са мом де ле
мно го. То же са мое про ис хо дит с по ня ти ем вы чис ли мо с ти. И в этом
смыс ле мож но за быть о всей дис кус сии по по во ду те зи са Чер ча.

По с коль ку об су ж да е мые те зи сы име ют эм пи ри че с кий ха рак тер об -
об ще ний ма те ма ти че с кой прак ти ки, впол не воз мо жен их пе ре смотр
в слу чае по яв ле ния со мне ний. В слу чае по ня тия не пре рыв но с ти та кие со -
мне ния по я ви лись в свя зи с от кры ти ем ни где не диф фе рен ци ру е мых
функ ций. Осоз на ние эм пи ри че с кой важ но с ти об ъ ек та при во дит к не об -
хо ди мо с ти дать точ ное оп ре де ле ние. В не ко то рой сте пе ни этот про цесс
мож но упо до бить фи зи че с ко му мо де ли ро ва нию, ус пех ко то ро го за ви сит
от аде к ват но с ти мо де ли. 

Ко неч но, при этом не нуж но упус кать из вни ма ния не ко то рые тон -
ко сти, по то му что тех ни че с кие тер ми ны упот реб ля ют ся и по ни ма ют ся
час то не в их ис ход ном зна че нии. Так, Черч фор му ли ро вал свой те зис от -
но си тель но сво ей фор ма ли за ции вы чис ли тель ной про це ду ры.. А сей час
этот те зис по ни ма ет ся бо лее рас ши ри тель но, че му сви де т ель ст во все об -
су ж де ние вы ше. То же от но сит ся и к Тью рин гу, ко то рый имел свое по ня -
тие вы чис ли мой функ ции. Но есть ма те ма ти че с кий ре зуль тат, ус та нав ли -
ва ю щий эк ви ва лен т ность этих двух точ ных по ня тий. По э то му те зис Чер -
ча и те зис Тью рин га эк ви ва лен т ны. По-ви ди мо му, по иск ка ких-то ин ту и -
тив ных по ня тий, ко то рые не под па да ют под фор ма ли за цию, сто ит пред -
при ни мать, но по ка эти по ис ки бе з ус пеш ны. Хо тя есть не ко то рые на ме ки 
на то, что та кие по ис ки мо гут при нес ти ин те рес ные ре зуль та ты. Так,
пред по ла га е мый кван то вый ком пь ю тер дол жен вы чис лять то, что не вы -
чис ля ет ся об ыч ным об ра зом.

Те зис Чер ча с этой точ ки зре ния те ря ет свою ме то до ло ги че с кую,
а мо жет быть и фи ло соф скую зна чи мость. В кон це кон цов ма те ма ти ки 
за бы ва ют в сво ей прак ти че с кой де я тель но с ти о важ ных проблема-
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 тич ных при н ци пах, что мо жет быть про ил лю с т ри ро ва но ак си о мой вы -
бо ра. Но вре мя от вре ме ни та кие про бле ма тич ные при н ци пы да ют о се -
бе знать. На п ри мер, в слу чае ис то рии с по ня ти ем не пре рыв но с ти все не
так про сто. Не п ре рыв ность на ве ще с т вен ных чис лах – это од но, а не -
пре рыв ность на бо лее слож ных об ъ ек тах – это дру гое. Пу ан ка ре ввел
то по ло гию, но жизнь по ка за ла, что для ал геб ра и че с кой ге о мет рии тре -
бу ют ся бо лее слож ные ве щи. То по ло гии Гро тен ди ка ку да бо лее слож -
ные объ ек ты, и со всем не яс но, что тут дос тиг ну то яс ное по ни ма ние
со от но ше ния ин ту и тив ных по ня тий и их фор маль ных экс пли ка ций.
Та ким об ра зом, име ет ся не ко то ро го ро да па рал ле лизм с судь бой эм -
пи ри че с ко го при н ци па фор ма ли за ции по ня тия не пре рыв но с ти и эм -
пи ри че с ко го при н ци па фор ма ли за ции по ня тия вы чис ли мо с ти. Впол не 
воз мож но, что бу дет от кры то су ще с т во ва ние бо лее ши ро ко го клас са
функ ций, чем час тич но ре кур сив ные, ко то рый яв ля ет ся фор ма ли за ци -
ей вы чис ли мо с ти. По ка та кая ги по те ти че с кая воз мож ность не яв ля ет -
ся ре а ли с ти че с кой. В оп ре де лен ном смыс ле это ре зуль тат нор ма тив -
ной ком по нен ты ма те ма ти че с ко го мыш ле ния. Для всех ма те ма ти ков,
кро ме ко н ст рук ти ви с тов, час тич но-ре кур сив ные функ ции есть вы чис -
ли мые функ ции, точ но так же, как эта лон мет ра есть эта лон для всех.
Вся кие пред ло же ния по эф фек тив ным вы чис ле ни ям срав ни ва ют ся
с эта лон ной функ ци ей.

Со от но ше ние вы чис ли мо с ти и до ка за т ель ст ва яв ля ет ся весь ма
слож ным во п ро сом, и в дан ной ста тье рас смот ре ны лишь не ко то рые
спор ные ас пек ты этой про бле мы. Как и во мно гих дру гих во п ро сах,
про сле жи ва ют ся два аль тер на тив ных под хо да. С од ной сто ро ны, это
фи ло соф ски мо ти ви ро ван ная про грам ма по ис ка не ко то рых про стых ба -
зис ных эле мен тов ког ни тив но го ак та по ни ма ния до ка за т ель ст ва. С дру -
гой сто ро ны, это ме то до ло гия ре аль ной ма те ма ти че с кой прак ти ки, в ко -
то рой аб со лют ные ка те го рии про сто ты и слож но с ти ус ту па ют ме с то то -
му, что мож но на звать уме рен ным ре ля ти виз мом. В ко неч ном сче те,
ма те ма ти ки за ин те ре со ва ны в по лу че нии но вых ре зуль та тов, и ес ли ис -
поль зу е мые при этом сре д ст ва не от ве ча ют фи ло соф ским пред став ле -
ни ям о до пус ти мых стан дар тах, тем ху же для по след них. В этом от но -
ше нии да же та кие из вес т ные при н ци пы, как те зис Чер ча, уже не не сут
в се бе этих са мых до пус ти мых стан дар тов, пре вра ща ясь в пре д ос те ре -
же ние, ко то рое на до иметь в ви ду, но ко то рое не иг ра ет су ще с т вен ной
ро ли в ма те ма ти че с кой прак ти ке.
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Tselishchev, V.V. Computability and Proof.

The article is devoted to interrelations between computability and proof. The notion
of elementary step in logical deduction is compared with computations. The nature of
computation is considered in connection with Church's thesis.
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