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Вве де ние

По пу ляр ная фор му ли ров ка пер вой те о ре мы Ге де ля о не пол но те
вклю ча ет в се бя две на и бо лее важ ные ха рак те ри с ти ки де дук тив но го
мыш ле ния: не про ти во ре чи вость и по л но ту. Она та ко ва: ес ли дос та точ -
но бо га тая де дук тив ная сис те ма, в ча с т но с ти ариф ме ти ка Пе а но, не про -
ти во ре чи ва, то она не пол на. Од на из при чин фи ло соф ско го ин те ре са
к те о ре мам Ге де ля со сто ит в том, что, по об ще му убе ж де нию, они го во -
рят не что очень важ ное о воз мож но с тях че ло ве че с ко го мыш ле ния. Са -
мо че ло ве че с кое мыш ле ние при этом охот но со пос тав ля ет ся с воз мож -
но с тя ми ком пь ю те ра, или ма ши ны, и коль ско ро ма ши ны яв ля ют ся че -
ло ве че с ким про дук том, оче вид но, су ще с т ву ет фун да мен таль ное раз ли -
чие ме ж ду воз мож но с тя ми твор ца и его тво ре ния. Пред по ла га ет ся, что
имен но те о ре мы Ге де ля о не пол но те ха рак те ри зу ют это раз ли чие са -
мым фун да мен таль ным об ра зом. 

Од на ко при этом воз ни ка ет не ко то рое за труд не ние, свя зан ное
с тем, что по ня тия не про ти во ре чи во с ти и по л но ты ис поль зу ют ся для
ха рак те ри с ти ки как че ло ве че с ко го мыш ле ния, так и «мыш ле ния»
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ма ши ны. И здесь вста ет во п рос о том, в ка кой сте пе ни дан ные по ня тия
яв ля ют ся ха рак те ри с ти ка ми «ре аль но го» мыш ле ния и в ка кой сте пе ни 
они яв ля ют ся ар те фак та ми, т.е. нор ма ми че ло ве че с ко го мыш ле ния,
во п ло щен ны ми в чис том ви де в ком пь ю тер ной про грам ме. Да лее, не
мо жет ли быть так, что су ще с т ву ет не сколь ко по ня тий как не про ти во -
ре чи во с ти, так и по л но ты, и в об ыч ной фи ло соф ской дис кус сии тон -
кие раз ли чия, важ ные для раз ли че ния че ло ве че с ко го и ма шин но го
мыш ле ния, иг но ри ру ют ся? Ска жем, по ня тие не про ти во ре чи во с ти яв -
ля ет ся ско рее иде а лом для че ло ве че с ко го мыш ле ния, не дос ти жи мым
в ре аль ных слу ча ях, и при ме ни мо ско рее к ло ги че с кой сис те ме, ко то -
рая вы сту па ет ос но вой ма шин но го мыш ле ния. То г да ка ко вы у нас ос -
но ва ния по ла гать, что не про ти во ре чи вость для ком пь ю тер ной про -
грам мы и не про ти во ре чи вость для че ло ве че с ко го мыш ле ния суть од -
но и то же по ня тие? Ко неч но, та кая по ста нов ка во п ро са гре шит на ив -
но с тью и не чет ко с тью, по сколь ку мож но об ъ яс нить, что де дук тив ная
сис те ма яв ля ет ся лишь фраг мен том ре аль но го че ло ве че с ко го мыш ле -
ния, ко то рое го раз до бо га че лю бо го ма шин но го мыш ле ния, и уже
этим по ч ти за кры ва ет ся во п рос о со от но ше нии мыс ли тель ных воз -
мож но с тей че ло ве ка и ма ши ны.

Де й ст ви тель но, че ло ве че с кое мыш ле ние об ла да ет ко лос саль ной
слож но с тью, ко то рая не схва ты ва ет ся на ши ми де дук тив ны ми спо соб -
но с тя ми. Но пер вые под сту пы к ана ли зу че ло ве че с ко го мыш ле ния,
дос той ные то го, что бы их мож но бы ло на звать дос то вер ны ми, свя за -
ны с де дук тив ным мыш ле ни ем, ска жем с на шей спо соб но с тью до ка -
зы вать те о ре мы. Это же уме ют де лать и ма ши ны. И то г да на и бо лее
убе ди тель ный спо соб срав не ния мыс ли тель ных спо соб но с тей че ло ве -
ка и ма ши ны за клю ча ет ся в со пос тав ле нии имен но этих спо соб но с тей
(при этом на до учесть то скор б ное об сто я т ель ст во, что срав не ние ма -
ши ны и че ло ве ка в дру гих сфе рах яв но не в по ль зу ма ши ны). Цель дан -
ной ста тьи со сто ит в том, что бы по ка зать, что при та ком срав не нии мы 
мо жем го во рить по край ней ме ре о не сколь ких смыс лах клю че вых по -
ня тий де дук тив но го мыш ле ния – по л но ты (или не пол но ты) и не про ти -
во ре чи во с ти (или про ти во ре чи во с ти). Од на из воз мож ных при чин та -
кой не од но з нач но с ти мо жет ко ре нить ся в нор ма тив ной при ро де де -
дук тив но го мыш ле ния, в по сто ян ном про ти во с то я нии нор ма тив но с ти
мыш ле ния и его об ъ ек тив но с ти.
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Тео ре мы Ге де ля о не пол но те

Обыч но ре зуль тат Ге де ля ус та нав ли ва ет ся для тео ре ти ко-чи сло вых
сис тем, и в его до ка за тель ст ве ис по ль зу ет ся ко ди ро ва ние пред ло же ний,
час тей пред ло же ний и до ка за тельств на ту раль ны ми чис ла ми – так на зы -
вае мы ми ге де ле вы ми чис ла ми. Это по зво ля ет вы ра зить внут ри фор маль -
ной тео рии чи сел ос нов ные син так си че ские и тео ре ти ко-до ка за тель ные
по ня тия са мой сис те мы. Но этот ре зуль тат мо жет быть ус та нов лен и до -
ка зан в от но ше нии лю бой фор маль ной сис те мы, ко то рая мо жет управ -
лять ся со сво им соб ст вен ным син так си сом, – на при мер, в от но ше нии не -
ко то рой тео рии ко неч ных це по чек. 

Пусть Т (тео рия) бу дет сис те мой, ос но ван ной на язы ке пер во го по -
ряд ка, чья на ме рен ная ин тер пре та ция  по кры ва ет уни вер сум на ту раль -
ных чи сел. Язык име ет об ыч ный сло варь: име на для сло же ния и ум но же -
ния, имя 0 * для чис ла 0, имя s для функ ции по сле дую ще го эле мен та.
Стан дарт ные име на для дру гих чи сел по лу ча ют ся по вто ре ни ем опе ра ции 
s(), – на при мер, имя 4* для чис ла 4 есть s (s(s(0*))). Ак си ом долж но быть
дос та точ но для вы ве де ния оп ре де лен ных ба зис ных свойств, ко то рые по -
зво ля ют пред став лять раз лич ные син так си че ские по ня тия внут ри сис те -
мы, где фор му лы и до ка за тель ст ва «иден ти фи ци ру ют ся» с их ге де ле вы -
ми чис ла ми. При этих ус ло ви ях име ет ся фор му ла Proof T (y, x), ко то рая
го во рит, что у есть до ка за тель ст во в Т пред ло же ния х, та кое что спра вед -
ли во сле дую щее (где «Т » оз на ча ет до ка зуе мость в Т; n* есть стан дарт -
ное имя для n; до ка за тель ст ва и пред ло же ния иден ти фи ци ру ют ся с их ге -
де ле вы ми чис ла ми):

(1) Ес ли n есть до ка за тель ст во в Т пред ло же ния m, то гда Т  Proof T
(n*, m*);

(2) Ес ли n y есть до ка за тель ст во в Т пред ло же ния m, то гда Т  ¬
Proof T (n*, m*).

В серд це ви не тео ре мы Ге де ля ле жит тео ре ма о не под виж ной точ ке,
так же из вест ная как диа го на ль ная тео ре ма, ко то рая ут вер жда ет, что для
лю бой дан ной фор му лы ϕ (х) с од ной пе ре мен ной, име ет ся пред ло же ние
α та кое, что в Т до ка зуе мо 

α ↔   («α»),
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где «α» есть стан дарт ное имя ге де ле ва чис ла для α. (Боль ше то го, до ка за -
тель ст во тео ре мы да ет дей ст ви тель ную кон ст рук цию α, как и до ка за -
тель ст во двой но го ус ло вия, при ве ден но го вы ше). Мы мо жем счи тать α
пред ло же ни ем, ко то рое ссы ла ет ся на се бя че рез свой ге де лев но мер, го -
во рит о се бе, что оно име ет свой ст во ϕ. По ла гая ϕ фор му лой Proof T (y, x),
мы по лу ча ем пред ло же ние γ, ко то рое го во рит о са мом се бе, что оно не до -
ка зуе мо в Т:

(3) Т  γ ↔∃ y Proof T (y, ‘γ’).

Ес ли n есть не ко то рое до ка за т ель ст во γ, то г да ком би ни руя  это
с до ка за т ель ст вом  двой но го ус ло вия, мы по лу ча ем до ка за т ель ст во
¬∃ y Proof T (y, ‘γ’) (по сколь ку γ го во рит, что оно не до ка зу е мо в Т).
С дру гой сто ро ны, (1) да ет нам Proof T (n_,γ). Так как два этих пред -
ло же ния про ти во ре чат друг дру гу, мы по лу ча ем до ка за т ель ст во
про ти во ре чия.  Сле до ва тель но, ес ли Т не про ти во ре чи ва, то γ не до ка -
зу е мо в Т. Но не до ка зу е мость γ фор маль но ус та нав ли ва ет ся в ви де
¬∃ y Proof T (y, ‘γ’); от сю да мы мо жем про сто вы вес ти ¬∃ y Proof T
(y, ‘γ’) из пред по ло же ния, что Т не про ти во ре чи ва. Ком би ни руя это
с двой ным ус ло ви ем (3), мы вы во дим γ. Ут вер жде ние, что Т не про ти -
во ре чи ва, мо жет быть фор ма ли зо ва но в Т, ска жем, как пред ло же ние,
ко то рое го во рит, что не су ще с т ву ет до ка за т ель ст ва 0* = 0*: ¬∃ y
Proof T (y, ‘0* = 0*’). На зо вем это ус ло вие Con(T). То г да пред став лен -
ный вы ше ар гу мент рав но си лен вы во ду (вне Т)

(4) Con(T) → ¬∃ y Proof T (y, ‘γ’).

При не ко то рых ус ло ви ях на Т этот вы вод мо жет быть в ней фор ма -
ли зо ван, что де ла ет (4) те о ре мой в Т. То г да мож но за клю чить, что ес ли
Т не про ти во ре чи ва, то Con (T) не до ка зу е ма в Т; в про тив ном слу чае мы
мог ли бы по лу чить из (4) до ка за т ель ст во ¬∃ y Proof T (y, ‘γ’) и от сю да –
до ка за т ель ст во γ. Это и есть до ка за т ель ст во вто рой те о ре мы Ге де ля.
При чи на, по ко то рой мы при ни ма ем пред ло же ние Ге де ля γ в ка че с т ве
ис тин но го, со сто ит в том, что оно сле ду ет из не про ти во ре чи во с ти Т.
В са мом де ле, γ эк ви ва лен т но в до ка за тель ном смыс ле Con(T): мы
толь ко что ука за ли, как по лу чить γ из Con(T), а в дру гом на прав ле нии
Con(T) сле ду ет из не до ка зу е мо с ти лю бо го ут вер жде ния, в ча с т но с ти из
¬∃ y Proof T (y, ‘γ’). ). Ос но ва ни ем для всех фи ло соф ских за клю че ний,
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та ким об ра зом, слу жит про стой факт: для лю бой аде к ват ной фор маль -
ной де дук тив ной сис те мы Т, ес ли Т не про ти во ре чи ва, эта не про ти во ре -
чи вость вы ра зи ма в Т, но не до ка зу е ма в ней. 

Сфе ра и при чи на ог ра ни че ний 
в «ог ра ни чи тель ных» тео ре мах Ге де ля

Тео ре мы Ге де ля о не пол но те на зы ва ют ся ог ра ни чи тель ны ми ис хо -
дя из чис то тех ни че ских ха рак те ри стик ут вер ждае мых в тео ре мах ре -
зуль та тов. Од на ко тер мин «ог ра ни чи тель ные» име ет го раз до бо лее ши -
ро кое тол ко ва ние в кон тек сте со пос тав ле ния спо соб но стей ма ши ны и че -
ло ве че ско го ра зу ма. Тео ре мы Ге де ля о не пол но те ис по ль зу ют ся в фи ло -
соф ской ар гу мен та ции по по во ду ме ха ни че ской при ро ды мыс ли тель ных
опе ра ций, и «ог ра ни чи тель ные» тео ре мы, по мыс ли про тив ни ков ме ха -
ни циз ма, долж ны сви де тель ст во вать об ог ра ни чен но сти ис кус ст вен но го
ин тел лек та по срав не нию с ес те ст вен ным. В ос но ве та ко го пред став ле -
ния ле жит пре ж де все го упо доб ле ние мен таль ных опе ра ций (в слу чае ма -
те ма ти че ских дей ст вий) ма ни пу ля ци ям в под хо дя щей фор маль ной сис -
те ме.  «Под хо дя щей» фор маль ной сис те мой бу дет сис те ма, в ко то рой вы -
ра зи ма ариф ме ти ка, и имен но к та ким сис те мам при ме ни мы тео ре мы Ге -
де ля. Ос но вой фи ло соф ской ин тер пре та ции тео ре мы Ге де ля о не пол но те
ариф ме ти ки («пер вой тео ре мы») яв ля ет ся убе ж де ние, что со глас но тео -
ре ме тео ре ти ко-чи сло вая ис ти на пре вос хо дит до ка зуе мость в ариф ме ти -
ке. Прак ти че ски все дис кус сии по по во ду тео рем Ге де ля экс плуа ти ру ют
имен но этот факт. В ча ст но сти, ши ро ко из вест ная ар гу мен та ция Дж. Лу -
ка са [1] и Р.Пен ро уза [2] де лает его ос но вой ан ти ме ха ни ци ст ской по зи -
ции ка са тель но со от но ше ния ра зу ма и ма ши ны. 

Ме ж ду тем при об су ж де нии при ро ды мен таль ных опе ра ций в ка че -
ст ве глав но го объ ек та ис сле до ва ний как ме ха ни ци стов, так и ан ти ме ха -
ни ци стов пред ста ет не ко то рый фраг мент ариф ме ти ки, в от но ше нии ко -
то ро го нет не об хо ди мо сти об ра щать ся к син так си че ским по ня ти ям выс -
ше го по ряд ка ти па фор маль но го вы во да. То гда ог ра ни чи тель ные тео ре -
мы не мо гут слу жить ар гу мен том в по ль зу той или иной фи ло соф ской по -
зи ции, в ча ст но сти по зи ции, со глас но ко то рой фор маль ные сис те мы не
мо гут «схва тить» ма те ма ти че скую ис ти ну. Во прос за клю ча ет ся в том,
дос та точ но ли ог ра ни чен но го фраг мен та ариф ме ти ки для то го, что бы по -
ня тие ма те ма ти че ской ис ти ны бы ло столь же ле ги тим ным, как и в слу чае
бо лее пол ной ариф ме ти че ской сис те мы. Дру ги ми сло ва ми, речь идет
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о при ро де тех ис тин ных ут вер жде ний в язы ке ариф ме ти ки, ко то рые, со -
глас но тео ре ме Ге де ля, не до ка зуе мы в ней.

Фи ло соф ский иде ал фор маль ной сис те мы, ко то рая схва ты ва ет
все ин ту и тив ные ма те ма ти че с кие ис ти ны, ока зал ся в све те те о рем Ге -
де ля не дос ти жи мым. Фак ти че с ки ка ж дый раз мы име ем де ло с не ко то -
рой фор маль ной сис те мой с бо лее скром ны ми при тя за ни я ми. Ко неч -
но, воз мож ны рас ши ре ния та ких «уме рен ных» фор маль ных сис тем,
и со от ве т ст ву ю щий вы бор оп ре де ля ет ся ма те ма ти че с ки ми по треб но с -
тя ми, в ча с т но с ти ха рак те ром сто я щей пе ред ма те ма ти ком за да чи.
Мож но во об ра зить не ко то рую ие рар хию та ких рас ши ре ний, од на ко
ос нов ной ин те рес пред став ля ет «ми ни маль ная» сис те ма ариф ме ти ки,
ко то рая дол ж на быть ес те с т вен ной в сво их ак си о мах. Та кой сис те мой
яв ля ет ся ариф ме ти ка Пе а но (РА). 

Ис ти ны РА вос при ни ма ют ся как оче вид ные ис хо дя из их со дер жа -
ния, ес ли при ни мать во вни ма ние при ро ду на ту раль ных чи сел. Ариф -
ме ти ка Пе а но с точ ки зре ния со дер жа ния всех ис тин в ней мо жет счи -
тать ся по л ной, и не пол но та мо жет быть ре зуль та том фе но ме на ко ди ро -
ва ния, ис поль зу е мо го в до ка за т ель ст ве те о рем Ге де ля. Это ко ди ро ва -
ние при во дит к ис поль зо ва нию кон цеп ций вы с ше го по ряд ка, вклю ча ю -
щих в се бя бес ко неч ность. Со дер жа тель ные же ариф ме ти че с кие по ня -
тия мо гут быть ко неч ны ми.

Счи та ет ся, что вто рая те о ре ма Ге де ля о не пол но те да ет от вет на
во п рос, ко то рый из на чаль но был ос нов ным во всем пред при я тии, свя -
зан ном с по ис ком ос но ва ний ма те ма ти ки, а имен но, на во п рос о до ка -
за т ель ст ве не про ти во ре чи во с ти ма те ма ти ки. Те о ре ма ут вер жда ет, что 
для фор маль ных сис тем, дос та точ но вы ра зи тель ных, для то го что бы
вклю чать в се бя ариф ме ти ку, до ка за т ель ст во не про ти во ре чи во с ти
сре д ст ва ми са мой ариф ме ти ки не воз мож но. В ча с т но с ти, вто рая те о -
ре ма ста вит под во п рос спо соб ность ра з у ма к до ка за т ель ст ву не про ти -
во ре чи во с ти дос та точ но слож ных сис тем (слож ных в смыс ле схва ты -
ва ния всех че ло ве че с ки де мо н ст ри ру е мых ут вер жде ний ма те ма ти ки),
т.е. сис тем, аде к ват ных для фор ма ли за ции че ло ве че с кой спо соб но с ти
до ка за т ель ст ва ма те ма ти че с ких те о рем. Но это свя за но, как уже бы ло
ука за но, с «вы с ши ми» син так си че с ки ми по ня ти я ми, а в от но си тель но
про стых сис те мах ариф ме ти ки мы мо жем ви деть с ма те ма ти че с кой
дос то вер но с тью, что ис ход ный ба зис ариф ме ти ки, хо тя и не до ка зу ем,
не по ро ж да ет про ти во ре чий. Боль ше то го, мож но пред по ло жить, что
са мо об сто я т ель ст во, что че ло ве че с кий ра з ум «ви дит» ис ти ны, вы-
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 ра жен ные ге де ле вым не раз ре ши мым пред ло же ни ем, об я за но как раз
не про ти во ре чи во с ти сис те мы.

Ра бо та ю щий ма те ма тик прак ти че с ки не со мне ва ет ся ни в том, что
ма те ма ти ка в це лом не про ти во ре чи ва, ни в том, что бо лее или ме нее ин -
те рес ный фраг мент ма те ма ти ки, ко то рый яв ля ет ся пред ме том его ис -
сле до ва ний,  так же не про ти во ре чив. Мож но вы ска зать да же бо лее ра -
ди каль ное мне ние: ед ва ли мож но во об ще на й ти при мер ре аль но го ма -
те ма ти че с ко го ис сле до ва ния, где ма те ма тик со мне ва ет ся в не про ти во -
ре чи во с ти сво их ме то дов.

Ло каль ная и гло баль ная не про ти во ре чи вос ть

Мо гут быть лишь на ив ные по пыт ки «аут сай де ров» ус мат ри вать
про ти во ре чи вость ма те ма ти ки ис хо дя из са мых не ожи дан ных со об ра -
же ний. Так, пи са тель ни ца М. фон Са ван в сво ей кни ге «Про пуск» [3]
вы ска за ла со мне ния в пра виль но с ти до ка за т ель ст ва П.Уай л сом по след -
ней те о ре мы Фер ма. Хо тя са ма фон Са ван фо ку си ру ет вни ма ние на ар -
гу мен те квад ра ту ры кру га в ев к ли до вой/не ев к ли до вой ге о мет рии (и ее
ар гу мен та ция яв но оши боч на), на са мом де ле во п рос бо лее сло жен, –
это во п рос о не ос по ри мо с ти слож но го до ка за т ель ст ва, за пу тан но го
и длин но го. Фон Са ван го во рит, что, со глас но Ге де лю, не воз мож но
фор маль но до ка зать не про ти во ре чи вость ариф ме ти ки внут ри са мой
ариф ме ти ки. И ес ли мы пред по ло жим не ко то рый контр при мер по след -
ней те о ре ме Фер ма и за тем по сре д ст вом длин ной и за пу тан ной це пи
раз мыш ле ний при дем к про ти во ре чию, то от ку да мы зна ем, что это
про ти во ре чие есть су ще с т вен ное сле д ст вие пред по ла га е мо го ко нтр -
при ме ра? Не мо жет ли слу чить ся так, что это бу дет про яв ле ни ем про ти -
во ре чия, ко то рое внут рен не при су ще са мой ариф ме ти ке? Дру ги ми сло -
ва ми, ес ли са ма ариф ме ти ка про ти во ре чи ва, то г да до ка за т ель ст во от
про тив но го те ря ет свою убе ди тель ность. Де й ст ви тель но, ес ли мы име -
ем де ло со слож ны ми до ка за т ель ст ва ми, вклю ча ю щи ми вза и мо де й ст -
вие мно гих раз де лов ма те ма ти ки, то смо жем ли мы от ли чить тон кие
про ти во ре чия, про ис хо дя щие из на ших лож ных пред по сы лок, от про -
ти во ре чий, при су щих са мой ариф ме ти ке?

На са мом де ле та кая ар гу мен та ция ма ло ко го из ма те ма ти ков за -
де ва ет, и да же не в си лу то го, что мне ния о про ти во ре чи во с ти ис хо дят
от не про фес си о на лов, а по то му, что во об ще про бле ма ос но ва ний не
яв ля ет ся для ма те ма ти ков ин те рес ной. Как сви де т ель ст ву ют ис сле до-
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 ва ния А.Гар си а ди е го [4], со вре ме ни от кры тия па ра док сов те о рии
мно жеств Б.Рас се лу при шлось дол го убе ж дать на уч ное со об ще с т во
в зна чи мо с ти па ра док сов, по сколь ку мно гие по ла га ли их дет ской сло -
вес ной за ба вой.

По че му же во п рос о не про ти во ре чи во с ти ариф ме ти ки име ет столь
боль шое зна че ние? Не ко то рые ис сле до ва те ли по ла га ют, что ес ли на ша
кон цеп ция на ту раль ных чи сел про ти во ре чи ва, то г да мы по про с ту не -
спо соб ны к ра ци о наль но му мыш ле нию и все рас су ж де ния по лю бо му
по во ду ли ше ны смыс ла. Хо тя по до б но го ро да опа се ния вы ска зы ва лись
не раз и ра нее (на при мер, Ш.Эр мит по ла гал, что вве де ние в ма те ма ти ку
пред став ле ния об ак ту аль ной бес ко неч но с ти  при ве дет к бес смыс ли це
и улов кам), все по ка об хо ди лось. И тем не ме нее в свя зи со вто рой те о -
ре мой Ге де ля во п рос о том, мож но ли по ла гать ся на не про ти во ре чи -
вость ариф ме ти ки, при об ре та ет впол не прак ти че с кий ин те рес: мо гут ли 
все-та ки ком пь ю те ры мыс лить? Та ким об ра зом, гло баль ный во п рос,
под ня тый в свя зи с ос но ва ни я ми ма те ма ти ки, ока зы ва ет ся во п ро сом
бо лее при зем лен ным. 

Но пред ста вим се бе, что ариф ме ти ка и в са мом де ле про ти во ре чи -
ва, од на ко про ти во ре чи вость эта не об на ру жи ва ет ся до оп ре де лен но го
уров ня, или до оп ре де лен ных чи сел. Та кая по ста нов ка во п ро са име ет
пря мое от но ше ние к те о ре мам Ге де ля о не пол но те, по сколь ку ан те це -
ден том те о рем яв ля ет ся пред по ло же ние о не про ти во ре чи во с ти сис те -
мы. Кон цеп ция скры той про ти во ре чи во с ти раз ра бо та на, на при мер,
в язы ке ди с т ри бу тив ных нор маль ных форм Я.Хин тик кой. Вве ден ные
им по ня тия глу бин ной и по вер х но с т ной ин фор ма ции ут вер жде ния на -
пря мую свя за ны с об на ру же ни ем на не ко то ром эта пе ана ли за пред ло -
же ния его про ти во ре чи во с ти [5].

Не яв ля ет ся ли эта при зем лен ность впол не оп рав дан ной в том
смыс ле, что раз го вор о не про ти во ре чи во с ти мож но вес ти не в гло баль -
ном, а в ло каль ном смыс ле? Так, К.Бра ун [6] по ла га ет, что фор маль ная
сис те ма не вы ро ж да ет ся в пол ную бес смыс ли цу по при чи не то го, что со -
дер жит про ти во ре чие. Сис те ма мо жет быть «ло каль но» не про ти во ре чи -
вой, да же ес ли она и не яв ля ет ся гло баль но не про ти во ре чи вой. В ка че ст -
ве при ме ра Бра ун при во дит сле дую щее об стоя тель ст во. 

Пред по ло жим, что у нас име ют ся об ыч ные ак сио мы и оп ре де ле ния
ариф ме ти ки и мы вво дим ут вер жде ние, что по ло жи тель ное чис ло n яв ля -
ет ся про стым, ес ли и толь ко ес ли 2n – 2 де ли мо на n. Это ут вер жде ние
кон флик ту ет с су ще ст вую щим оп ре де ле ни ем про сто го чис ла, но пер вый
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кон фликт про яв ля ет ся с чис ла 341. Та ким об ра зом, на этом ог ра ни чен -
ном фраг мен те на ту раль ных чи сел на ша изо бре тен ная сис те ма ак си ом
об ла да ет «ло каль ной» не про ти во ре чи во стью. 

Да лее, пусть при ни ма ет ся бо лее силь ная ак сио ма, ут вер ждаю щая,
что  n есть про стое чис ло, ес ли и толь ко ес ли f(rn ) = 0 (по мо ду лю n),
где r есть ко рень из

f(x) = x5 – x3 – 2x2 + 1.

В та кой сис те ме дол гое вре мя мож но об хо дить ся без встре чи
с про ти во ре чи ем. Ко г да оно на ко нец по яв ля ет ся (на при мер, при
n = 2258745004684033), мож но под ста вить еще бо лее силь ную ак си -
о му. На са мом де ле мож но спе ци фи ци ро вать та кую ак си о му, в ко то -
рой на и мень шее ис клю че ние из при ня то го оп ре де ле ния про сто го
чис ла бу дет за пре д е ла ми прак ти че с кой воз мож но с ти об на ру жить
его. У нас да же не бу дет те о ре ти че с ко го до ка за т ель ст ва то го, что та кие
ис клю че ния во об ще су ще с т ву ют. Та ким об ра зом, не бу дет пря мо го
до ка за т ель ст ва не про ти во ре чи во с ти. В этом слу чае мож но бы ло бы
раз ра бо тать прав до по доб ную не фи ни ти ст скую сис те му, в рам ках ко -
то рой мож но до ка зать, что пред ло жен ная ариф ме ти ка не про ти во ре -
чи ва. Впол не воз мож но, что сис те ма Ба на ха – Тар ско го и в са мом де -
ле не про ти во ре чи ва. Но из это го при ме ра сле ду ет, что мы не име ем
аб со лют ной уве рен но с ти в не про ти во ре чи во с ти всей ариф ме ти ки.

При по пыт ках ис по ль зо вать тео ре му Ге де ля для фи ло соф ских ар гу -
мен тов в по ль зу ме ха ни циз ма или ан ти ме ха ни циз ма при вле ка ет ся гло -
баль ное по ня тие не про ти во ре чи во сти ариф ме ти ки. Ме ж ду тем ком пь ю -
тер име ет де ло с бо лее ог ра ни чен ны ми ре сур са ми ма те ма ти ки, и в этом
смыс ле во прос о ло каль ной не про ти во ре чи во сти очень ва жен. Ес ли при -
дать та ко му по ня тию важ ное эпи сте мо ло ги че ское зву ча ние, во про сы
о гло баль ной не про ти во ре чи во сти бу дут от час ти из лиш ни ми. Боль ше
то го, ком пь ю тер свя зан с фи зи че ски ми свой ст ва ми сис те мы, и по это му
во прос о не про ти во ре чи во сти ма те ма ти ки име ет ло каль ный, а не гло -
баль ный ха рак тер.

К.Бра ун по ла га ет, что ка ж дая дос та точ но бо га тая фор маль ная сис те -
ма со дер жит на не ко то ром эта пе про ти во ре чие. На это мож но бы ло бы
воз ра зить, что ве ра в про ти во ре чи вос ть ариф ме ти ки ве дет к кру ше нию
по все днев но го ис по ль зо ва ния ариф ме ти ки. Как на это от ве ча ет Бра ун?
Он рас смат ри ва ет при мер ком пь ю тер ной про грам мы (фор маль ная сис те -
ма) по об ес пе че нию пла сти ко вых кре дит ных кар то чек Quicken. Мож но
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ли быть убе ж ден ным в том, что фор маль ная сис те ма по доб но го ро да об -
ла да ет аб со лют ной не про ти во ре чи во стью и пра виль но стью? Нет, го во -
рит Бра ун. Пред ста вим, что эта про грам ма хо ро шо во пло ща ет ариф ме ти -
ку – за од ним ис клю че ни ем. Ре зуль тат вы че та 5,555555 из 7,777777 есть
2,222223. То гда, ес ли В есть ис тин ный ба ланс ва ше го сче та, долж на быть
спра вед ли ва сле дую щая тео ре ма:

В + q ((7,777777 – 5,55555) – 2,222222)

для лю бо го зна че ния q. 
Та ким об ра зом, в этой фор маль ной сис те ме  мож но до ка зать, что

1 = 2 = 3 = 4,23 = 89,23 = … и т.д. Яс но, что дан ная сис те ма име ет про бле -
мы с не про ти во ре чи во стью, по то му что я мо гу ма ни пу ли ро вать этой
ошиб кой в свою по ль зу. Но ведь ты ся чи по тре би те лей этой фор маль ной
сис те мы не об на ру жи ва ют ни ка кой ошиб ки. От вет на это со сто ит в том,
что хо тя дан ная фор маль ная сис те ма гло баль но про ти во ре чи ва, она ло -
каль но не про ти во ре чи ва. Пе ре хо дя пря мо от 5+7 к 12, мы вряд ли
на ткнем ся на про ти во ре чие. Ко неч но, в со вер шен но не про ти во ре чи вой
сис те ме у нас мо жет быть мно же ст во пу тей пе ре хо да от 5+7 к 12, и мы
все гда бу дем иметь один и тот же ре зуль тат, че го не бу дет в опи сан ной
вы ше фор маль ной сис те ме. В ней 5+7 к 12 мо жет быть при рав не но
к 3511,1093. Тем не ме нее поч ти все пу ти от по сы лок к за клю че нию бу -
дут те ми же са мы ми.

Учи ты вая все эти фак ты, вряд ли мож но по ла гать, что все пу ти от
по сы лок к за клю че нию бу дут да вать од ни и те же ре зуль та ты. И да же не -
про ти во ре чи вос ть об ыч ной ариф ме ти ки, до ка зан ная с по мо щью транс -
фи нит ной ин дук ции, вряд ли даст га ран тию. Един ст вен ный спо соб до ка -
за ть не про ти во ре чи вос ть – пред по ло жить что-то ме нее са мо оче вид ное
(это про ти во ре чит кар те зи ан ской эпи сте мо ло гии). 

Судь бы не про ти во ре чи во сти ариф ме ти ки

Та ким об ра зом, не про ти во ре чи вость ариф ме ти ки не до ка за на,
и ес ли, не смот ря на всю на шу ин ту и цию и ожи да ния, ариф ме ти ка
все-та ки про ти во ре чи ва, то сле ду ет кон ста ти ро вать, что в по все д нев -
ной прак ти ке и на ог ра ни чен ном фраг мен те ко неч ных со во куп но с тей
это не про яв ля ет ся. Дан ное за клю че ние под во дит нас к бо лее об ще му
рас смот ре нию то го, что со бой пред став ля ет не про ти во ре чи вость в ма -
те ма ти ке. Обо з на чим не про ти во ре чи вость не ко то рой сис те мы S че рез
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Con(S). Да лее, сис те му ак си о ма ти че с кой те о рии мно жеств Цер ме ло –
Френ ке ля об о зна чим че рез ZF, а с до бав ле ни ем к ней ак си о мы вы бо ра –
че рез ZFC. Рас смот рим два из вес т ных ре зуль та та:

Con(ZF) вле чет Con(ZFC)
и

Con(ZF) вле чет Con(РА).

Ес ли бы ут вер жде ние «Con(ZF) вле чет Con(ZFC)» ока за лось не -
вер ным, то г да ви ну за это бы ло бы ес те с т вен ным воз ло жить на часть С,
т.е. на ак си о му вы бо ра. А ес ли бы ут вер жде ние «Con(ZF) вле чет
Con(РА)» ока за лось не вер ным, то г да ви ну за это бы ло бы ес те с т вен но
воз ло жить на ZF, а не на РА. В этом от но ше нии на блю да ет ся ин те рес -
ная асим мет рия в вер дик те по по во ду воз мож ной фаль си фи ка ции при -
ве ден ных ут вер жде ний. В пер вом слу чае мы по ла га ем, что воз мож ная
фаль си фи ка ция об я за на до пол не нию, т.е. ак си о ме вы бо ра, по сколь ку
вто рая часть ут вер жде ния бо лее слож на. Во вто ром слу чае срав не ние
по слож но с ти про во дит ся не сколь ко ина че: мы по ла га ем, что РА за слу -
жи ва ет боль ше го до ве рия в от но ше нии не про ти во ре чи во с ти, чем ZF. 

Ну а са ма сис те ма РА в ка кой сте пе ни за слу жи ва ет до ве рия с точ ки
зре ния ее не про ти во ре чи во сти? Ко неч но, до ве рие к РА уси ли лось бы
в том слу чае, ес ли бы мы име ли до ка за тель ст во ут вер жде ния «Con(X)
вле чет Con(PA)», где Х есть сис те ма, не про ти во ре чи вос ть ко то рой бо лее
оче вид на, чем не про ти во ре чи вос ть РА. Д. Гиль берт в сво ей про грам ме
пы тал ся по ка зать, что на ме с то Х мо жет пре тен до вать ло ги ка пер во го
по ряд ка. Ес ли бы эта ло ги ка мог ла вы пол ни ть та кую роль, то гда до ве рие
к не про ти во ре чи во сти РА бы ло бы го раз до боль шим. Од на ко, как из вест -
но, это не воз мож но.

Здесь воз ни ка ет во п рос о том, мож но ли во об ще пред ста вить се бе
дос та точ но бо га тую фор маль ную сис те му, не про ти во ре чи вость ко то -
рой бы ла бо лее оче вид на, чем не про ти во ре чи вость РА? Та кая сис те ма,
ес ли бы она су ще с т во ва ла, не мог ла бы быть смо де ли ро ва на в те о рии
на ту раль ных чи сел. Во п рос со сто ит в том, как пред ста вить се бе по до б -
ную фор маль ную сис те му. Ес те с т вен ным кан ди да том на роль та кой
те о рии бы ла бы те о рия при ми тив но-ре кур сив ных функ ци о на лов, не -
про ти во ре чи вость ко то рой в не ко то ром смыс ле бо лее оче вид на, чем
не про ти во ре чи вость РА. Но де ло за клю ча ет ся в том, что та кая те о рия
пред став ля ет со бой не фи ни ти с т кое рас ши ре ние тех са мых фор маль ных 
прин ци пов, ко то рые как раз и ока зы ва ют ся ис точ ником не опре де лен-
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 но сти в во про се о не про ти во ре чи во сти РА. В оп ре де лен ной сте пе ни ре -
ше ние это го во про са яв ля ет ся фак том ве ры ма те ма ти ка. Пред ста вим се бе 
си туа цию, ко гда до ка за но, что из не про ти во ре чи во сти тео рии при ми тив -
но-ре кур сив ных функ цио на лов сле ду ет про ти во ре чи вос ть РА. То гда ма -
те ма тик сто ит пе ред вы бо ром: до ве рять ли РА или же тео рии при ми тив -
но-ре кур сив ных функ цио на лов. Тут в дей ст вие всту па ют дру гие фак то -
ры, – у нас мно же ст во дру гих, ве ро ят но да же кос вен ных, при чин ве рить
все-та ки в не про ти во ре чи вос ть РА, не смот ря на воз мож ные (в дан ном
слу чае – вы мыш лен ные) про ти во по лож ные ре зуль та ты. Не по след нюю
роль в этом иг ра ет кон цеп ция ло каль но го ма те ма ти че ско го фак та, под
ко то рую под па да ют по ня тия до ка за тель ст ва, вы чис ле ния и ло ги ки. Ко -
гда мы го во рим о ко неч но сти ма те ма ти че ско го опы та, здесь весь ма важ -
ны эм пи ри че ские со об ра же ния. 

Эм пи ри че ские и де дук тив ные фак то ры 
в об на ру же нии не про ти во ре чи во сти

Во п рос о не про ти во ре чи во с ти ма те ма ти ки мо жет рас смат ри вать -
ся не как во п рос, ре гу ли ру е мый де дук тив ны ми (син так си че с ки ми) со -
об ра же ни я ми, а как во п рос эм пи ри че с кий. Ос но ва ни ем для та ко го
мне ния слу жит то об сто я т ель ст во, что бо лее те о ре ти че с кие  вет ви ма -
те ма ти ки по лу ча ют под дер ж ку со сто ро ны эле мен тар ных вет вей, ко -
то рые, в свою оче редь, при ни ма ют ся бла го да ря при ло же ни ям. В ча с т -
но с ти, са мые эле мен тар ные по ло же ния ма те ма ти ки по лу ча ют имен но
эм пи ри че с кое под твер жде ние. В этом смыс ле на и бо лее эле мен тар ная
часть ма те ма ти ки мо жет счи тать ся эм пи ри че с кой. Та ко го ро да эм пи -
ризм на хо дит свое вы ра же ние в трак тов ке по ня тия вы чис ле ния – ба -
зис ной кон цеп ции ма те ма ти ки. 

По ня тие «вы чис ле ние» мо жет об о зна чать фи зи че с кий про цесс,
вы пол ня е мый ме ха ни че с ким уст ро й ст вом, та ким как сче ты или ком пь -
ю тер, или же по про с ту вы чис ле ние на бу ма ге с ка ран да шом. Но вы чис -
ле ние мо жет по ни мать ся и как про цесс вы пол не ния не ко то рых ин ст -
рук ций, т.е. как ал го ритм. Дру ги ми сло ва ми, этот про цесс дол жен быть
эф фек тив ным. Яс но, что ме ж ду дву мя эти ми по ни ма ни я ми тер ми на
«вы чис ле ние» дол ж на быть ус та нов ле на связь. Та ко го ро да связь есть
со от ве т ст вие не ко то рых де дук тив ных кон цеп ций и эм пи ри че с ких про -
це дур. М.Рез ник по ла га ет, что по до б ное со от ве т ст вие ре а ли зу ет ся со -
глас но сле ду ю ще му об раз цу [7]:
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(1) На деж ный ком пь ю тер или ком пе тент ный че ло век  вы пол ня ет
фи зи че с кий про цесс, со от ве т ст ву ю щий вы во ду «f(a) = b»
в рам ках не ко то ро го фор ма лиз ма S для ре кур сив ных функ ций.

(2) «f(a) = b» вы во ди мо внут ри S. 
(3) f(a) = b.

Пе ре ход от (2) к (3) не пред став ля ет со бой про блем, по сколь ку
пред по ла га ет ся, что фор маль ная сис те ма S яв ля ет ся об ос но ван ной
в том смыс ле, что сис те ма «схва ты ва ет» ма те ма ти че с кие ис ти ны. А вот
пе ре ход от (1) к (2) со сто ит в ма те ма ти че с ком за клю че нии о фор маль -
ном об ъ ек те из эм пи ри че с ко го ут вер жде ния о по ве де нии фи зи че с ко го
уст ро й ст ва. 

Во прос о ста ту се ут вер жде ния (1) яв ля ет ся слож ным. С од ной сто -
ро ны, мы мо жем го во рить о том, что са ма идея вы чис ле ния как ма те ма -
ти че ская идея свя за на с иде ей эм пи ри че ско го уст рой ст ва. Имен но так
мож но ин тер пре ти ро вать те зис Чер ча. Дей ст ви тель но, лю бая по пыт ка
опи сать по ня тие вы чис ле ния как ма те ма ти че ской опе ра ции вряд ли осу -
ще ст ви ма без об ра ще ния к ме ха ни че ским про цес сам. Боль ше то го, тех -
но ло ги че ские про це ду ры, об ла даю щие ха рак те ри сти ка ми на деж но сти,
вы хо дят на пер вый план. Так, не смот ря на по вто ряю щие ся уси лия по пе -
ре до ка за тель ст ву тео ре мы о че ты рех крас ках, ни кто прак ти че ски не со -
мне ва ет ся в том, что тео ре ма до ка за на, хо тя и с по мо щью ком пь ю те ра,
по то му что до ве рие к тех но ло ги че ской на деж но сти про грамм и фи зи че -
ской ра бо те ком пь ю те ра ве ли ко. 

Пол но та фор маль ной сис те мы

Пол но та есть со от вет ст вие фор маль ной тео рии и «ре аль но сти». Как
та ко вая ло ги ка, бу ду чи ос но вой всех фор маль ных по строе ний, не долж на 
быть не пол ной. По край ней ме ре, та ко ва поч тен ная фи ло соф ская тра ди -
ция. При пе ре хо де от ло ги ки к бо лее слож ным тео ри ям ма те ма ти ки мож -
но бы ло бы ожи дать, что фор маль ная тео рия не «схва ты ва ет» ма те ма ти -
че ской ре аль но сти и по это му мо жет ока за ть ся не пол ной. Дру ги ми сло ва -
ми, не пол но та при су ща не столь ко ло ги ке, сколь ко ма те ма ти ке. Прав да,
при этом на до еще осу ще ст вить де мар ка цию ме ж ду ло ги кой и ма те ма ти -
кой, что бы этот те зис был бо лее или ме нее прав до по до бен. Ес ли при нять
стан дарт ный взгляд, со глас но ко то ро му ло ги кой яв ля ет ся ис чис ле ние
пер во го по ряд ка, а все ос таль ное при пе ре хо де от ло ги ки к ма те ма ти ке
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об ес пе чи ва ет ся до пол не ни ем ло ги ки ак сио ма ми тео рии мно жеств (та кой 
точ ки зре ния при дер жи вал ся, на при мер, Ку айн), то гда этот те зис ве рен:
ло ги ка пер во го по ряд ка пол на. Не слу чай но тот же Ку айн объ яв лял ло ги -
ку вто ро го по ряд ка (ко то рую счи тал ло ги кой Рас сел и счи та ют ло ги кой
мно гие ис сле до ва те ли и сей час) «ма те ма ти кой в овечь ей шку ре», т.е. ма -
те ма ти кой в об ли чье ло ги ки.

Во прос о том, что, соб ст вен но, сле ду ет счи тать ло ги кой и что счи -
тать ма те ма ти кой, в зна чи тель ной сте пе ни оп ре де ля ет ся по став лен ны ми
це ля ми ис сле до ва ния. Кро ме то го, де мар ка ция ло ги ки и ма те ма ти ки за -
ви сит от фи ло соф ских про грамм. Раз ли че ние син те ти че ских ап ри ор ных
ис тин и ис тин ана ли ти че ских име ет для со вре мен ной фи ло со фии дру гой
смысл по срав не нию с тем, ка кой оно име ло для Кан та, и имен но это об -
стоя тель ст во оп ре де ля ет раз ли чие ло ги ки и ма те ма ти ки. Ес ли счи тать
не пол но ту чис то ма те ма ти че ским фе но ме ном, то гда ло ги ка долж на быть
от не го сво бод на.

Для то го что бы по нять, что оз на ча ет те о ре ма Ге де ля о не пол но те
ариф ме ти ки, на до пре ж де по нять зна че ние тер ми на «по л но та». Ес ли
ма те ма ти ку и ло ги ку сле ду ет раз де лить, то г да мы мо жем иметь в ви ду
как не пол но ту ма те ма ти че с ких сис тем, так и не пол но ту ло ги че с ких
сис тем. Ге дель име ет де ло с не пол но той ариф ме ти ки, т.е. с не пол но той
ма те ма ти че с кой сис те мы. Воз ни ка ет во п рос, сле ду ет ли ото жде ст в лять
этот вид не пол но ты с не пол но той не ко то рых ло ги че с ких сис тем.
Я.Хин тик ка в этой свя зи пред ла га ет раз ли чать по край ней ме ре че ты ре
по ня тия по л но ты [8]. 

Раз лич ные ви ды пол но ты 

Пол но та есть сво й ст во фор маль ной сис те мы, ко то рая дол ж на
«схва ты вать» со дер жа ние ин ту и тив ной ма те ма ти че с кой те о рии. Фор -
маль ная сис те ма ко н ст ру и ру ет ся та ким об ра зом, что бы со от ве т ст во -
вать со дер жа тель ным ис ти нам, т.е. мо де ли та кой фор маль ной сис те мы
дол ж ны быть на ме рен ны ми. Иде аль ным слу ча ем бы ло бы на ли чие
толь ко од ной на ме рен ной мо де ли, и в этом слу чае бы ла бы еди н ст вен -
ность опи са ния «ма те ма ти че с кой ре аль но с ти» фор маль ной те о ри ей.
Эта еди н ст вен ность на язы ке фор маль ных те о рий на зы ва ет ся ка те го -
рич но с тью, и все на ме рен ные мо де ли изо мор ф ны. Ме то ды ло ги че с ко го 
до ка за т ель ст ва при та ком по ни ма нии по л но ты не су ще с т вен ны, по -
сколь ку со пос тав ля ют ся «ре аль ность» и ее мо де ли. Этот вид по л но ты
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Хин тик ка на зы ва ет де с к рип тив ной по л но той. Фор маль ная те о рия
пред став ля ет со бой ак си о ма ти че с кую сис те му, и ак си о мы име ют «де -
с к рип тив ный» ха рак тер. По доб но го ро да ак си о ма ти за ция осу ще ст в ля -
ет ся и для эм пи ри че с ких те о рий, где ак си о мы «схва ты ва ют» оче вид ные 
эм пи ри че с кие ис ти ны.

Фор маль ная те о рия со дер жит ак си о мы, из ко то рых с по мо щью
пра вил вы во да по лу ча ют ся те о ре мы. Ин тер пре та ция этих те о рем да ет
мно же с т во об ще з на чи мых (ло ги че с ки ис тин ных) пред ло же ний. Же ла -
тель но, что бы все ис тин ные ут вер жде ния бы ли до ка зу е мы в ак си о ма ти -
че с кой сис те ме, – это и есть иде ал по л но ты, по ни ма е мой в об ы ден ном
смыс ле. Но для ре а ли за ции это го иде а ла нуж но, что бы мно же с т во об -
ще з на чи мых ло ги че с ких пред ло же ний, т.е. мно же с т во ло ги че с ки ис -
тин ных пред ло же ний бы ло ре кур сив но пе ре чис ли мо. Это сле ду ет из
то го, что со от ве т ст ву ю щие ис ти нам фор маль ные те о ре мы дол ж ны
быть ре кур сив но пе ре чис ли мы. Та кой вид по л но ты Хин тик ка на зы ва ет
се ман ти че с кой по л но той. Это сво й ст во яв ля ет ся сво й ст вом ак си о ма -
ти че с кой сис те мы. 

По ня тие де дук тив ной по л но ты от но сит ся к сис те ме ак си ом,
и оз на ча ет оно сво й ст во этой сис те мы, со глас но ко то ро му в сис те ме
мож но до ка зать по сре д ст вом ло ги ки S или ¬S для ка ж до го пред ло -
же ния S со от ве т ст ву ю ще го язы ка. Ко неч но, ме ж ду эти ми раз лич ны -
ми по ня ти я ми по л но ты есть связь. Ес ли су ще с т ву ет еди н ст вен ная на -
ме рен ная мо дель для не ко то рой не ло ги че с кой те о рии Т, ба зи ру ю -
щей ся на се ман ти че с ки по л ной ло ги ке L, то г да Т де с к рип тив но по л -
на, ес ли и толь ко ес ли она де дук тив но по л на. Но ес ли L не яв ля ет ся
се ман ти че с ки по л ной, то г да Т мо жет быть де с к рип тив но по л ной, да -
же бу ду чи де дук тив но не пол ной.

Раз ли чия ме ж ду ин туи тив ной ма те ма ти кой и фор маль ной тео ри ей
реа ли зу ют ся в раз ном по ни ма нии кон цеп ции пол но ты. Ин туи тив ная дея -
тель ность ма те ма ти ка на це ле на на дос ти же ние де ск рип тив ной пол но ты.
С об ра ще ни ем к фор маль ной сис те ме, ко то рая долж на «схва тить» ин туи -
тив ное ма те ма ти че ское зна ние, по яв ля ет ся но вый ас пект, свя зан ный
с ме ха ни че ской сто ро ной дея тель но сти ма те ма ти ка. В фор маль ной сис -
те ме име ет ся воз мож ность чис то ме ха ни че ской про це ду ры от де ле ния то -
го, что ис тин но, от то го, что лож но. Эта ме ха ни че ская про це ду ра реа ли -
зу ет ся в ал го рит ме вы ве де ния тео рем из ак си ом. До ка за тель ст во тео рем
в этом смыс ле пред ста ет как ос нов ная дея тель ность ма те ма ти ка. Та кая
си туа ция ука зы ва ет на де дук тив ную пол но ту.
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При раз ли че нии не сколь ких смы с лов по ня тия по л но ты воз ни ка ет
во п рос, ка кой из них име ет ся в ви ду в те о ре ме Ге де ля. Ко неч но же, речь
идет о де дук тив ной не пол но те эле мен тар ной ариф ме ти ки. По те о ре ме,
не су ще с т ву ет ре кур сив ной пе ре чис ли мо с ти ис тин ных пред ло же ний
эле мен тар ной ариф ме ти ки, «схва чен ных» ак си о ма ти за ци ей, ле жа щей
в ос но ве ее ло ги ки. Дру ги ми сло ва ми, ни ка кая не про ти во ре чи вая ак си о -
ма ти за ция Т эле мен тар ной ло ги ки вме с те с точ но ак си о ма ти зи ро ван ной
ло ги кой L не по зво ля ет нам до ка зать (т.е. до ка зать из Т сре д ст ва ми ло ги -
ки L) ли бо S, ли бо ¬S для ка ж до го пред ло же ния S, вы ра зи мо го в язы ке
эле мен тар ной ариф ме ти ки. По че му же это об сто я т ель ст во час то упус ка -
ет ся из ви ду? Или, быть мо жет, оно не име ет осо бо го зна че ния? Из де дук -
тив ной не пол но ты сле ду ет де дук тив ная не пол но та, ес ли язык об ла да ет
се ман ти че с кой по л но той. Ге дель для сво ей фор ма ли за ции вы би ра ет язык 
пер во го по ряд ка, ко то рый об ла да ет се ман ти че с кой по л но той. 

Од на ко воз ни ка ют со мне ния в от но ше нии то го, что же бу дет с ре -
зуль та та ми о не пол но те, ес ли в ка че с т ве язы ка вы брать не ло ги ку пер во -
го по ряд ка, а ка кое-то дру гое ис чис ле ние. Дру ги ми сло ва ми, что бу дет,
ес ли ис поль зо вать се ман ти че с ки не пол ную ло ги ку? Это оз на ча ет, что
мо жет иметь ме с то де с к рип тив но по л ная сис те ма ак си ом для эле мен тар -
ной ариф ме ти ки. Сам Хин тик ка вы ска зы ва ет го раз до бо лее ра ди каль ную 
точ ку зре ния, счи тая по л но ту ло ги ки пер во го по ряд ка не ос нов ным ее
сво й ст вом, а по боч ным ре зуль та том не ес те с т вен ных ог ра ни че ний на
пра ви ла об ра зо ва ния это го язы ка. Ес ли от ка зать ся от этих ог ра ни че ний,
то мож но го во рить о де с к рип тив но по л ной ак си о ма ти че с кой сис те ме для 
эле мен тар ной ариф ме ти ки да же на уров не язы ка пер во го по ряд ка. Но то -
г да те о ре мы Ге де ля о не пол но те не име ют та ко го уни вер саль но го зна че -
ния, ка кое им при да ют мно гие фи ло со фы и ма те ма ти ки.

Де дук тив ный ас пект в ма те ма ти ке на хо дит свое по л ное вы ра же ние 
в ме ха ни че с ком вы ве де нии те о рем из ак си ом. Та кая де я тель ность дос -
туп на ком пь ю те ру, и в этом смыс ле со пос тав ле ние воз мож но с тей ком -
пь ю те ра и че ло ве ка с точ ки зре ния ин тер пре та ции те о ре мы Ге де ля о не -
пол но те про ис хо дит в рам ках де дук тив но го ас пек та. Од на ко де дук -
тив ный ас пект ма те ма ти ки при всей его важ но с ти не пред став ля ет со -
бой всей ма те ма ти ки, по сколь ку ак си о ма ти за ция мо жет ис поль зо вать ся 
для опи са ния «ма те ма ти че с кой ре аль но с ти» при пла то ни ст ском взгля -
де или же для со з да ния мо де лей при кон цеп ту а ли ст ском взгля де на при -
ро ду ма те ма ти ки. Де дук тив ный ас пект име ет пря мую связь с ком би на -
тор ным пред став ле ни ем ма те ма ти че с ких кон цеп ций, но ес ли от ка-
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 зать ся от та ко го пред став ле ния, то г да ста нет по нят но, что де дук тив ная 
не пол но та не яв ля ет ся на и бо лее важ ным ви дом  не пол но ты, по то му что
ма те ма тик по боль шей час ти за нят по ис ком об о зре ния всех мо де лей
дан ной те о рии, а не ее де дук тив ных сле д ст вий. А та ко го ро да де я тель -
ность не опи ра ет ся на спе ци фич ность де дук тив ных средств, на хо дя -
щих ся в рас по ря же нии ма те ма ти ка, – спе ци фич ность, столь важ ную
при ус та нов ле нии ог ра ни чи тель ных те о рем.

Ка ко го ро да не пол но та име ет ся в ви ду в тео ре мах Ге де ля 

При об су ж де нии при ро ды ариф ме ти че с кой ис ти ны бо лее важ ное
зна че ние име ет не то об сто я т ель ст во, ка кие де дук тив ные сре д ст ва на -
хо дят ся в на шем рас по ря же нии, а то, в ка кой сте пе ни мы по ни ма ем со -
от но ше ние мо де лей и ма те ма ти че с ких ут вер жде ний. Дру ги ми сло ва ми, 
бо лее важ ным во п ро сом, ка са ю щим ся фор маль ной ак си о ма ти че с кой
сис те мы, яв ля ет ся во п рос о том, об ла да ет ли она де с к рип тив ной по л но -
той. От каз ви деть раз ли чие ме ж ду дву мя ви да ми по л но ты при во дит
к пре уве ли че нию ро ли те о ре мы Ге де ля о не пол но те. Де й ст ви тель но,
до ка за тель ст во те о ре мы Ге де ля о не пол но те яв ля ет ся ко н ст рук тив ным и
по этой при чи не мо жет быть сфор му ли ро ва но без упо ми на ния дан но го
по ня тия во об ще. В луч шем слу чае мы мо жем ска зать, что ге де лев ский
ре зуль тат лишь го во рит о том, что це лое мно же с т во ариф ме ти че с ких ис -
тин не мо гут быть пе ре чис ле ны од на за дру гой ма ши ной Тью рин га.

Зна чи мость те о рем Ге де ля оп ре де ля ет ся в боль шой сте пе ни тем
об сто я т ель ст вом, что по сле до вав шие за его ре зуль та том ис сле до ва ния
бы ли свя за ны с при ме не ни ем ло ги ки к ком пь ю тер ным тех но ло ги ям.
Вы чис ли тель ные ме то ды и те о рия ал го рит мов про ник ли в ког ни тив -
ную пси хо ло гию и те о рию ис ку с ст вен но го ин тел лек та. Ока за лось, что
эти ме то ды не мо гут по л но с тью «схва тить» те фе но ме ны, ко то рые они
при зва ны опи сать. Имен но этой си ту а ции при су ща не пол но та. Од на ко
пе ре нос этой си ту а ции на об щее об су ж де ние о при ро де ариф ме ти че с -
кой ис ти ны ка жет ся не оп рав дан ным. Смысл те о ре мы Ге де ля со сто ит
в ука за нии на де дук тив ную не пол но ту ариф ме ти ки. Это зна чит, что пы -
та ясь дать чис то де дук тив ную трак тов ку эле мен тар ной ариф ме ти ки,
мы об ре че ны на по иск все луч ших при бли же ний к «ма те ма ти че с кой ре -
аль но с ти», из у ча е мой вы чис ли тель ны ми сре д ст ва ми. Но это вряд ли
мо жет быть от не се но к де с к рип тив ной де я тель но с ти как по пыт ке опи -
сы вать «ма те ма ти че с кую ре аль ность» дру ги ми сре д ст ва ми.
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Та кое ре ше ние от но си тель но ро ли те о ре мы Ге де ля о не пол но те есть
сле д ст вие убе ж де ния, что не пол но та яв ля ет ся ско рее ло ги че с ким, не же ли
ма те ма ти че с ким фе но ме ном. Это раз ли чие на хо дит под твер жде ние в сле -
ду ю щем фак те. Пя тый по сту лат Евк ли да в ак си о ма ти за ции ге о мет рии мо -
жет счи тать ся не раз ре ши мым пред ло же ни ем, а са ма ге о мет рия с че тырь мя 
по сту ла та ми не пол на. Но эта не пол но та яв ля ет ся де с к рип тив ной и мо жет
быть уст ра не на до бав ле ни ем к ис ход ной сис те ме ак си ом ли бо ут вер жде -
ния, ли бо от ри ца ния не раз ре ши мо го пред ло же ния. На этом пу ти мы по лу -
ча ем раз лич ные ви ды не ев к ли до вой ге о мет рии. Тут мы име ем де ло с ре -
аль ным ма те ма ти че с ким ис сле до ва ни ем «ма те ма ти че с кой ре аль но с ти»,
на столь ко аде к ват ным, что мно гие по ла га ют ге о мет рию фи зи че с кой те о -
ри ей про стра н ст ва, а не ма те ма ти че с кой те о ри ей. А вот в слу чае де дук тив -
ной не пол но ты до бав ле ние не раз ре ши мо го пред ло же ния к ис ход ной сис -
те ме ак си ом не уст ра ня ет по яв ле ния но во го не раз ре ши мо го пред ло же ния.
При чи на это го за клю ча ет ся в том, что про из воль ное Ге де ле во пред ло же -
ние, до бав лен ное к ис ход ной ак си о ма ти че с кой сис те ме, не об ес пе чи ва ет
по след нюю мо де лью, а зна чит, в та кой но вой ак си о ма ти че с кой сис те ме не
бу дет и по ня тия ис тин но го ут вер жде ния. Во п рос о се ман ти че с кой по л но те 
или не пол но те сис те мы по про с ту не вста ет, коль ско ро не оп ре де ле но
по ня тие об ще з на чи мо с ти, или ва лид но с ти.

Но ес ли мож но сфор му ли ро вать по ня тие ис ти ны в мо де ли, то г да
для сис те мы хо ро шо по до б ран ных ак си ом мож но на д е ять ся на по лу че -
ние де с к рип тив ной по л но ты. «Хо ро шо по до б ран ная» сис те ма ак си ом
оз на ча ет аде к ват ное опи са ние «ма те ма ти че с кой ре аль но с ти», и при та -
ком опи са нии нет не об хо ди мо с ти об ра щать ся к по ня тию де дук тив ной
по л но ты или не пол но ты. Все за ви сит от на ли чия в на шем рас по ря же -
нии пре д и ка та ис ти ны. Од на ко со глас но ог ра ни чи тель ной те о ре ме Тар -
ско го по ня тие ис ти ны не мо жет быть оп ре де ле но без об ра ще ния к бо лее 
силь но му ме та я зы ку, будь то ло ги ка вы с ших по ряд ков или же те о рия
мно жеств. При этом мож но унас ле до вать все те не при ят но с ти, ко то рые
при су щи те о рии мно жеств с ее па ра док са ми. Но те о рия мно жеств яв ля -
ет ся слиш ком силь ным «ору ди ем», и ко г да мы го во рим об эле мен тар -
ной ариф ме ти ке, от но си тель но ко то рой ус та нов лен ре зуль тат Ге де ля,
мож но из бе жать всех не при ят но с тей в од ном от но ше нии. В слу чае фор -
ма ли за ции эле мен тар ной ариф ме ти ки мож но из бе жать той струк ту ры,
ко то рая ле жит в ос но ве по лу че ния де дук тив ной не пол но ты. 

Де й ст ви тель но, ка кой язык ис поль зу ет ся для фор ма ли за ции ариф ме -
ти ки? Это язык пер во го по ряд ка, ко то рый при знан «ка но ни че с ким

50 В.В. Целищев



язы ком». А ес ли ис поль зо вать дру гие язы ки, то воз мож но ли, во-пер вых,
оп ре де лить пре д и кат ис ти ны, а во-вто рых, по лу чить де с к рип тив ную по л -
но ту сис те мы? Мно гие ис сле до ва те ли по ла га ют, что на и луч шей кан ди да -
ту рой на роль ос но ва ния ма те ма ти ки яв ля ет ся ло ги ка вто ро го по ряд ка [9]. 

Еще один ва ри ант со сто ит в том, что есть и дру гие язы ки, ко то рые
по сво им вы ра зи тель ным воз мож но с тям вы пол ня ют ра бо ту язы ка пер -
во го по ряд ка, но не яв ля ют ся де дук тив но по л ны ми. Тем не ме нее они
мо гут по зво лить по лу чить де с к рип тив ную по л но ту. Та кой спо соб из бран
Я.Хин тик кой в его кон цеп ции дру же с т вен но-не за ви си мой ло ги ки [10].

Есть еще важ ное об сто я т ель ст во, ко то рое из ряд но «об ес це ни ва ет»
ог ра ни чи тель ный ас пект ог ра ни чи тель ных те о рем. Для аде к ват но с ти
опи са ния «ма те ма ти че с кой ре аль но с ти» фор маль ная сис те ма дол ж на
быть ка те го рич ной, т.е. все ее мо де ли дол ж ны быть изо мор ф ны ми. Но
фор му ли ров ка эле мен тар ной ариф ме ти ки на ба зе ло ги ки пер во го по ряд -
ка не да ет ка те го рич но с ти, т.е. не име ет струк ту ры, об ра зо ван ной на ту -
раль ны ми чис ла ми (со сло же ни ем и ум но же ни ем) в ка че с т ве еди н ст вен -
ной сво ей мо де ли. Так что де дук тив ная не пол но та не яв ля ет ся та ким уж
важ ным об сто я т ель ст вом, ес ли иметь в ви ду, что глав ная цель ма те ма ти -
че с кой ак тив но с ти со сто ит в опи са нии струк ту ры «ма те ма ти че с кой ре -
аль но с ти». Не у да ча в та ком опи са нии оз на ча ет де с к рип тив ную не пол но -
ту те о рии. Но та кая не уда ча ни как не свя за на с де дук тив ной не пол но той,
и, ска жем, в слу чае эле мен тар ной ариф ме ти ки это яв ля ет ся по ч ти пря -
мым сле д ст ви ем ком пак т но с ти ло ги ки пер во го по ряд ка. 

Для по ни ма ния от но си тель ной не за ви си мо с ти двух по ня тий – де -
дук тив ной и де с к рип тив ной не пол но ты те о рий сле ду ет при нять во
вни ма ние, что су ще с т ву ют де с к рип тив но не пол ные, но де дук тив но
по л ные те о рии (на при мер, по ле де й ст ви тель ных чи сел). Ес ли те о рия
де й ст ви тель ных чи сел не ка те го рич на, то для нее име ют ся не и зо мор ф -
ные мо де ли, и то г да за да ча ма те ма ти ка, за клю ча ю ща я ся в от кры тии
«ма те ма ти че с кой ре аль но с ти» де й ст ви тель ных чи сел, ста но вит ся за -
труд ни тель ной, так как не очень по нят но, как от де лить «де йстви тель -
ные» де й ст ви тель ные чис ла от «не де й ст ви тель ных». Этот слу чай яв -
ля ет ся весь ма по ка за тель ным, по сколь ку и об ъ ек ты из у че ния важ ны,
и де дук тив ная по л но та не ока зы ва ет ся та кой уж важ ной по срав не нию
с це ля ми ма те ма ти че с кой де я тель но с ти. 

Не смот ря на вы де ле ние раз лич ных ви дов не пол но ты, на до при -
знать, что тео ре мы Ге де ля о не пол но те ука зы ва ют на ог ра ни че ние в на -
ших воз мож но стях при на хо ж де нии  де дук тив ных спо со бов об ра ще ния
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со струк ту ра ми, с ко то ры ми име ют де ло сис те мы ак си ом. Ог ра ни че ние
со сто ит в том, что это не мо жет быть сде ла но ме ха ни че ски. От сю да воз -
мож ны два вы во да. Один из них, пес си ми сти че ский, пред ла га ет ся боль -
шей ча стью фи ло со фов ма те ма ти ки. Он за клю ча ет ся в том, что тео ре ма
Ге де ля на кла ды ва ет су ще ст вен ные ог ра ни че ния на воз мож но сти че ло ве -
че ско го мыш ле ния. Дру гой, бо лее оп ти ми сти че ский, вы вод со сто ит
в том, что на до ис кать но вые де дук тив ные ме то ды, ко то рые от нюдь не
ис чер пы ва ют ся ло ги кой пер во го по ряд ка.
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Инсти тут фи ло со фии и пра ва
СО РАН, Но во си бирск

Tselishchev, V.V. Consistency and completeness as the standards of deduc -
tive thinking from the standpoint of Gцdel’s theorems about incompleteness of
arithmetic

The popular wording of Gцdel’s first theorem about incompleteness includes two most
important descriptions of deductive thinking: those are consistency and completeness. At the
same time, a certain trouble arises concerned with the fact that the concepts of consistency and
completeness are used for characterization of both human thinking and “thinking” of computer.
The paper is directed to show that when comparing in such a way we may talk about at least
several senses of the key concepts of deductive thinking: about completeness (or incompleteness)
and consistency (or inconsistency).
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